Korok

A feladat

A R és r sugara gdombok akadalytalanul egymasba hatolhatnak, metszOdhetnek.
Hatarozzuk meg a két gdbmb metszddése soran eldallo kor teriiletét a gombok koézéppont -
jai t tavolsaga fliggvényében, majd taglaljuk az eredményt!

A megoldés
Ehhez tekintsiik az 1. abrat!

M; h/2 h/2 M,

1. bra
Itt a metszeti kor éIbol nézve egy h hosszisagh szakasznak latszik.
A metszeti kor T tertilete:
N
T=(3) m. (1)
Tovabba:
% =R-sina . (2)

Most koszinusztétellel:
r2=t2+R%?—-2-t-R-cosa » t>?+R?>—7r2=2-t-R-cosa, innen:



t24+R?—r?

2-R-t (3)

cosa =

Majd (2)és (3)-malis:

2 A
(g) =R2-sin2a=R2'(1—C052a)=R2'[1_(t2fl:-t2)]' ()
ezutan (1) és (4) - gyel:
r@=rtw[1- (G2 »)

Az (5) keplet irja le a metszetkor tertiletének alakulasat a t valtozo, valamint az R és r
paraméterek fiiggvényében. Nem keétséges, hogy ezt taglalni kell. Ugyanis a két gomb
kolcsonos helyzete tekintetében 3 {0 eset lehetséges:

~ a két gdmbnek végtelen sok kozos pontja van, melyek a metszeti kor pontjai;

~ a két gdbmb egy pontban érintkezik,

~ a két gdbmbnek nincs k6z0s pontja.

Ezeket az eseteket érdemes elvalasztani egymastol — 2. dbra.

2. abra



Lathato, hogy

~ a z0ld gdbmboknek nincs kdzos pontja a kék gombbel,

~ a pink gdbmboknek egy kdzos pontja van a kék gombbel,

~ a bordo gomboknek végtelen sok k6zos pontja van a kék gdmbbel.

A t tavolsagra vonatkozé korlatozo feltétel — a 2. abra szerint is — az alabbi:
R—r<t<R+r. (6)

A (6 ) relacioban egyenldség esetén a metszeti kor teriilete éppen nulla.
Most nézziik meg, hol lehet szélsdértéke az (5 ) fliggvénynek!

Ennek sziikséges feltétele:

ar () _
——=0. (7)

Most (5)¢és(7) - tel:
w — RZ T i[l . (t2+R2—r2)2] _

dt dt 2'R-t

d t24+R2—r2\? t24R2—r2 2-t-2-t-R—(t2+R*-r2) 2R

- _— =0-2- . > =0,

dt 2°R-t 2-R-t (2°R-t)

t24+R*—r® 4-R-t*-2-R-t*~(R*-r*)-2-R _ 0

R-t (2-R-t)? o

t2+R?—r® 2-R-t*~(R*—r?)-2-R _ 0- (8)
R-t 4-R2-t2 o

mivel ( 8 ) elsd tényezdje pozitiv, ezért csak a masodik lehet egyenld zérussal:
2 R-t;]—(R*-1r?)2-R=0> t]—(R>*—-1r%) =0 > t; =R*-1r?,

tOZVRZ—T'ZZO. (7)

A 2. derivéltat mar nem vizsgaljuk, helyette dbrazoljuk a fiiggvényt. Ehhez adatok:
R=6cm; r = 4cm. (A)

Most (7) és ( A) - val a sz€ls6érték helye:
to = VRZ —1r2 =62 — 42 cm = 4,472135959 cm ~ 4,472 cm . (a)

Majd (5)és (A ) - val:
T(t) =621 [1 - (“*62‘42)2] (cm?) . (b)

2:t-6



A ('b) fiiggvény grafikonjat a 3. dbran szemlélhet;iik.
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3. abra
Errdl leolvashato, hogy:
to = 4,47213595cm = 4,472 cm (c)
T(ty) = 50,265482 cm? ~ 50,27 cm?. (d)

Ordmmel latjuk, hogy az adatokkal szamitott ( a ) és ( ¢ ) értékek megegyeznek.

A 3. abrardl az is leolvashato, hogy

~a T(t) teriiletfliggvénynek maximuma van a to gdmbkozépponti tavolsag esetén;

~ a teriilet nagysaga zérus a ( 6 ) és ( A ) szerinti

R—r=6cm—-4cm=2cmé R+r=6cm+4cm=10cm (e)

értékeknél;
~ a teriiletfliggvény nem vehet fel negativ értékeket.



M1. Javasoljuk, hogy az érdekl6dd Olvaso a ( 6 ) relaciot vezesse le sajat maga is;
tovabba, hogy vizsgalja meg az R = r esetet!

M2. Ez a feladat térgeometriainak latszik, de valdjaban a két gomb O ¢és K kdzéppontjain
atmend metszetét mutato 1. abra sikjaban minden lényeges dolgot elrendezhettiink.

M3. A széls6értek helyét megado (7 ) képlet igy is irhato:
to=VRZ—12=J(R+7)-(R—71) =0 ; (7/1)

ez azt is jelenti, hogy:
~R > r >0, valamint:
~ a sz¢élso6érték helye a (6 ) szerinti hatar - tavolsagok mértani kozepeként adodik.

M4. A szélsoérték nagysaganak vizsgalata is érdekes eredményre vezet; (5 ) és (7)) - tel:

Cr [y (RN 1o o (geRirty
T(to) = R%-m [1 (Z'R'to) M (Z-R-to)

_ R2—r24R2—r2\% 2-(R2—r2) 12 _ VT R2y2 _ 42 N
=1 (Z-R-\/Rz—rz) =1 [Z-R-W =1 < R ) =1 22 —ﬁ,tehat.
T(tg) r? r2 .
T=mo=m > T(t) =R* m 5 =r’m, vagyis:
_ .2
Thax =771 . (8)

Szamszertien ( 8 ) és (A ) - val:
Too = 4% m cm? =50,26548246 cm? (f)

egyezésben (d ) - vel.

Arra jutottunk, hogy a két gomb Osszemetszddésekor eldalldo metszeti kor teriiletének
maximuma egyenloé a kisebbik sugaru gdmb legnagyobb metszetének teriiletével.
Ezt a tényt szemléltetjiik a 4. dbran.

Latjuk, hogy a ( 8 ) eredmény mintegy magatol eldall.

M5. A fenti feladat megoldéasi modjai azt mutatjak, hogy né¢ha gyorsan és konnyen lehet
eredményre jutni tisztdn geometriai Gton, szerkesztéssel. Ez jelen esetben az r sugaru kor
eltolasat jelentette abba a helyzetbe, melyre fennall, hogy hy = 2r. Egyben arra is példat
ad, hogy hogyan egészitik ki egymast a szamitas és a szerkesztés.



(Rz — rz)uz
=|r¥*n

4. abra

Jol lathatd, hogy a szerkesztéses / rajzos megoldas itt sokkal egyszeriibb is lehet, mint a
szamitasos. Igaz, megeshet, hogy mar csak utdlag vagyunk ilyen ,,okosak”. Mert bar a
keresett korteriilet maximumat a szerkesztés / rajzolas egyszeriien kiadja, dea T = f(t)
teriilet - fliggvényt mar nem. Ehhez kell a szamitas is. Nem kellett volna ilyen hosszu
szamitas, csak a 4. abran is feltiintetett, Pitagordsz - tétellel adodo eltolds - eredmény,
meg az ehhez tartozo kortertiilet - képlet felirasa, ha a feladat csak to - t és T(tp) - t kér -
dezte volna. Igy mér egy kicsit arnyaltabb a kép.

M6. A 4. dbra térhatdsu megfeleldjét mutatjuk az 5. dbran.



(8]

5. &bra — forrasa: [ 1 ]
Forras:

[ 1] - https://www.monroecc.edu/faculty/paulseeburger/calcnsf/CalcPlot3D/
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