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BEVEZETES A SZILARDSAGTANBA

Ebben a fejezetben a fesziltségek elméletenek wéladapved tényét, valamint a
feszlltségek és a deformaciok kozotti 6sszefiiggastrtetjik. Ramutatunk a fa és a faalapu
anyagok néhany szilardsagtani jellegzetességéramiua a szilardsagtani méretezes
Szempontjaira.

1.1. A szerkezeti anyagok néhany tulajdonsaga

A sztatika targyalasa soran feltettiik, hogy a \a#tsgpstek, szerkezetek tokéletesen merevek,
de a testek anyagarol kozelebbi megallapitasokattatink.

A szilardsagtanba feladjuk a testek merevségératkono feltevést s a szerkezeti anyagokrol
a kovetked tulajdonsagokat tételezzik fel:

Kontinuitas: az anyag keblen kismérdt darabja, az &ltala elfoglalt teret teljesen kitolt
benne likacsok, Gregek nincsenek.

Homogenitas:az anyag fizikai tulajdonsagai nem fliggvényei &rek, a vizsgalt anyag
barmely pontjaban azonos tulajdonsagokat mérhetink.

|zotrépia: az anyag fizikai tulajdonsagai egy-egy pontbaggéilenek az iranytdl. Tehat
példaul a szilardsagi tulajdonsagok kilénbémnyokban mérve ugyanazon
ertékekkel jellemezhék.

Rugalmassaga test deformacioi, alak és méretvaltozasai, aetdsatd efk eltavolitasat
kovebleg eltinnek.

A fenti anyagtulajdonsagok tébbé-kevésbé jelléehkz (jelentékeny eltéréseket talalunk a
fanal 1.6.) a szilard testekmmelyeket a j6ben csak ,test’-ként emlitlink.
Hogy az utolsoként emlitett tulajdonsag mennyibelteinzi a szerkezeti anyagokat, arra
vonatkozolag kisérlet, élsorban az un. huz@yomo) kisérleadhat valaszt.

A kisérlet 1ényege: rud alaku prébatestet alkaltegiseb eszkdz segitségével, valtoztathato
erd hatasanak teszink ki. Eqyilejg mérve a probatest hosszvaltozaséat és a prébatestre
hat6 F eft, tapasztalati uton &hllitjuk az F=FQ@ ) fuggvény grafikonjat (1. 4bra). A kisérlet
tanulsaga szerint, viszonylag nagy F értékekigaliisea kapcsolat F @s kozott. A grafikon
lineéris kapcsolatot mutatd része a rugalmas szakas

Az ezt kbveb — nagyjabdl ,vizszintes”
— grafikondarab a képlékemsyakasz.
Itt tetemes méretvaltozast talalunk

F

\keméngedé‘ SZ.

képidkeny sz. anelkul, h_ogy,az ét n(?velnl kellene.
A harmadik, un. keményédszakaszon
rugalmas sz tovabbi méretvaltozast csak novékv

er6 aran érunk el. Ezt kouwdeg mar a
prébatest nem minden része vesz részt
egyenben a deformalédasban.
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Valamely helyen a probatest elvéekonyodik, majdaiad. Amint lathato, a deformalédas és
a terhelés kozotti kapcsolatot bonyolult, kbzetébpontosan nem ismert fliggvény irja le.
Ezért a valosagos anyag viselkedéseét idealizahegris kapcsolatot tételeziink fel a
hosszvaltozas és a terhel kozott. Ilgaz, hogy az anyag matematikai modellée&inthet
F=cA flggvény csak viszonylag ki - tartomanyban tekinth&{o kozelitésnek, de a
miiszaki gyakorlatban éfordulé szerkezetekben fellégeformaciok tébbnyire ebbe a
szakaszba esnek. igy a fenti egyés foltevés elfogadhato.

1.2. Vektorok Il .

Azt mondjuk, hogy aza,3a,,....,3,vektoroknak egyb vektor linearis kombinacjé, ha
b elgallithatd

b=a3a+a,a,+...+0a,3,

Alakban, ahol azv,, a,,...,a, skalarok.

A sik barmely vektora 8dllithato két, nem parhuzamos vektoranak linearis
kombinaciojaként, a térbeli vektorok barmelyiké&lithatd harom nem komplanaris vektor
linearis kombinacidjaként.

A tovabbiakban szlkség lesz a vektoranalizis néfadggimara.

Vektor-skalar fuggvény: y(x), olyan fuggvény, mely az x skalarhoz vektort rénde

Az V.Y,..Y, Vvektorsorozat konvergens és__ hatar@téky,,  jeldlese:
limy, =Vy,, vagy y, - Y,, ha tetséleges &) Oesetén, a vektorokat azonos kgzohtbol
felmérve a vektorsorozat)N(¢ Indexi elemei aF,vektor végpontjai korul irte sugard
goémb belsejébe mutatnak.

Tétel: a vektor-skalar fliggvénynek pontosan akkor varar@attke az x helyen, ha a

koordinatadinak van hatarértéke. A flggvény hatakémek koordinatai a koordinatak
hatérértékei.

1.3. Feszilltség

FESZULTSEGVEKTOR

Szemléletesen nyilvanvalonakinik, hogy egy egyensulyi émendszerrel terhelt test
pontjaiban A&ltaldban nem ugyanakkora a
tonkremenetel (torés, nyirddas) veszélye.
Példaul a 2. abran lathato test A pontjdban ez

A B a veszély nagyobbnakirik, mint a B
o 1 ° pontban, noha ezt a sejtést szabatosan
‘—: — indokolni még nem igen tudnank. Az anyag
részecskéi hatast, béleroket gyakorolnak
egymasra. E bels ek nagysaga é€s
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megoszlasa a test kilonohelyein mas és mas lehet. Prébaljunk most matkaiati
jellemzést talalni arra a kérdésre, hogy egy edylgnerérendszerrel terhelt test valamely
belss P pontjdban — annak kis kdrnyezetében — hogydaredz meg a befserck (3. abra).

3.4bra

Erre a kovetkek lehetség kinalkozik: vagjuk at gondolatban a testet agl-n atmedh
tetsdleges $ sikkal, s tavolitsuk el a test ,jobbra” evészét (3/b. abra). A megmaradt bal
oldali rész egyensulyanak
fenntartdsdhoz a metszetfellleten azt a
megoszl6 direndszert kell rikddtetni,
melyet az eltavolitott rész gyakorolt rea
az atvagast med#déen (ezt a megoszIo
erérendszert  ezuttal apré6  nyilak
erzekeltetik). A 3/c abra azt szemlélteti,
hogy a P ponton atmén(ugyancsak
tetsdleges) S sikkal a bels§ ek egy
masik rendszerét tarhatjuk fel. A ket
abrarészlet Silletve S sikjat egy-egy
olyan egysegvektorral (n,,n,)is
] megadhatjuk, melyek az emlitett
4.abra sikokra meflegesek és a sikok altal
kettéosztott térnek a testet nem
tartalmaz6 részébe mutatnak. Hogy az adott P palamely n normalvektori S sikjan
ébred bels erdk iranyarél és nagysagarol pontosabb képet kapjumégpedig P kérnyékeén
— vegyuk az S sik P-t tartalmazAA terlleti darabjara hatd bélserok eredjét, AB-t (4.
abra).

Ennek vektora 6nmagaban még nem sokat mond, hatudiok, hogy mekkora terileten
megoszl6 gk eredjét jellemzi.

A % mennyiség azonban mar bizonyos mértékig felvildgesnyujt aA A terileten hatd

bel ek megoszlasardl. A P-beli viszonyok pontos jelles&zré adottn esetén a

o, :AILmoiA—I? mennyiség, a Rt és n-tél egyarant fug§ fesziltségvektomalkalmas. A

ero

tertlet
alkalmasabb a megapascal hasznélata: 1 MPa=1 A/mm

feszlltség dimenzi6ji mennyiség, egysége pascal: 1Pa=1Mngyakorlat szamar




A fesziltség nem tévesztéhd 6ssze az
igénybevétellel. Ez utdbbi egy metszetre, ¢
feszlltség pedig a metszet egy pontjari
vonatkozik. Az 5. &bra azt szemlélteti, hogy
adott ponton atmenkulonbo® sikokhoz
kalonboz fesziltsegvektorokp,(P), o, (P),

és adott sik kulénbdzpontjaihoz is altalaban
kulonboz feszlltségvektorok tartoznak:

Pn(P) .

FESZULTSEG KOMPONENSEK

5.4bra

A feszlltségvektor kulénbdz lehetséges

felbontdsai  kozul  kilénosen  fontos a

normalissal egyer allasu és az arra nideges, vagyis a metszsikba e§ Osszetebkre
tortérd felbontas.

Legyen azn normalvektord (P-t tartalmazo) sik és mz p, sik metszésvonalaban felvett
egységvektoim (6. abra). Ekkorp, felbonthaté a kdvetkéképpen:

p,=0,+7,=c,n+1,m.

o, :normalis feszultseg,

T, :nyirg,vagy csusztato fesziltség.

A o, 1, fesziltségkomponensekgyakran szintén igy nevezik.
A fenti elnevezéseket kéisb meg fogjuk indokolni.




KAPCSOLAT A FESZULTSEGVEKTOROK KOZOTT

Felvetidik a kérdés, hogy milyen kapcsolat all fenn egpthgonthoz tartozo kilonbéz

feszlltségvektorok kdzott.

Erre ad feleletet a kovetk&ztbizonyitas nélkil kozolt)

Tétel: a szilard test tet$eges P pontjan attett, harom egymasradcteges sikhoz tartozé
feszlltségvektorok a P-n atnterbarmely tovabbi sikhoz rendelt fesziltségvektort
meghatarozzak.

Ha a tételben szerépmebleges sikok-meghatarozia j, k

bazisvektori koordinata rendszerben a tétges sik

normalvektoranak koordinataj,m, n,, akkor

ﬁn = nxﬁi +ny/_)j /nz/_)k .

Ha tehat példaul a 7. abrarathaté test bets P pontjabél
indulé i, j, k egységvektorokhoz rendre &,p,p0,
feszlltségvektorok tartoznak, akkor egy -az abr&mn
szemléltetett — tetéeges N normalvektorhoz tartozé
P.» @ PP, P, vektorok olyan linearis kombinacioja,
melyben a skalaris szorzok azvektor irAnykoszinuszai.

Hogy az imént latott fontos 0sszefliggést szamitasiskfel
tudjuk hasznélni, bontsuk fel a fesziltségvektotazaemlitett
koordinata-rendszerben! A 8. abran egyetlen fesegltektort,

az i bazisvektorhoz tartoz@ -t bontottuk fel7 iranyd-, és
az i -re metleges 6sszetéve. Ez utdbbi azonban még tovat
bonthatd] és k iranyl 6sszetaskre.

Az indexezés szabalya az 4brardl leolvashato:oketidex
esetén az elsa normalis, a masodik a feszlltség 0sszet
iranyat jeldli. A p  vektor igy irhaté fel a
o,,T,,T,, fesziltség komponedskel:

X1 “xyrtxz

pi = O-XI + Z-)(yj + Z-)(Zk "

P, P hasonloan bonthato fel.

A P-beli fesziilltségallapotismerete azt jelenti, hogy tetdeges, P-Bl induldo N

normalvektorhoz meg tudjuk hatarozni a hozzétart,ﬁnzét*z.

"I Ezen és néhany tovabbi abran a &idgket nem tiintetjiik fel.




2 A fesziiltségallapotot a vizsgalt ponthoz tartomSzfiltségvektorok 6sszességeként is

definialjak.

A feszlltségéllapot meghatdrozasdhoz szukségeshi@sriltségvektor szemléltetése a 9.
abran lathaté médon torténhet.

Az  abrazolasi moéd  Iényege: P
kornyezetében egy kicsiny élhosszusagu
téglatest lapjain szemléltetjuk a
feszlltségkomponenseket. Elenygsz
élhosszusagok esetén a koordinata-sikokkal
parhuzamos hasablapokon éléred
fesziltségek azonosnak tekintiietr P-hez
tartozo fesziltségekkel.

9.4bra )
DUALITAS

Az eddigiek alapjan azt gondolhatnank, hogy a fies@gallapot ismeretéhez harom
feszlltségvektor 6sszesen 9 egymastél fliggetlemaddtanak, komponensének megadasa
szukseges. Valojaban nem ez a helyzet, mert fearg|l=7,,,7,, = 7,,,7,, =7, Osszefligges,

zx' tyz
igy a fuggetlen komponensek szama 6.

Ervényes ugyanis az itt nem bizonyitott alabbi
Tétel(a dualitas, ketisség tétele): a szilard test téisges bel§ P pontjan atmeh keét,

egymasra meéteges sikhoz tartozd6 (P-beli) nyiréfesziltségeknek sikok
metszésvonalara nideges 0Osszetév egyenb nagyok. Tehat példaul a 10. abran
T, és T,-nek az athtzassal jeldlt 0sszéiiezgyend hosszisaguak.

Ezek utan irjuk fel egy tetéleges n(n,,n,,n,) normalvektorhoz a feszultségvektort, ha a
feszlltségallapot @, (0,,7,,.7.,), P;(T.0,.7,,).0 (T, T,,0,) adatokkal van megadva.

10.abra
pl"l = nX[_)I +nyﬁj +anZ = nX(O-XI + Z-ij + z-ij + Z-XZk) +
+ ny(z—yxi + ij + Z-yzk) + nz(szi + Z-zyj + Uzk)
p,=(no,+nr, +n

T, )i+ (nT,,

+ (nXTXZ + nyz-yz + I’]Zo-z)k = Cll + CZJ + C3k'

z + nya-y + nszy)J +



Szamitsuk ki az1 -hez tartozdo,, és 1, fesziltségkomponenseket is!

—MAA — — -2 2
0, =Ng, =ngc +nc, +ngc,, T, =P -0,

n n-*

SAINT VENANT " ELVE ( ejtése: Szen Venan)

Tisztazni kell azt a kérdést, hogy a sztatikailggemértéki erérendszerek szilardsagtanilag is

~egyenértékek”-e?

Erre felel a kdvetkgzelv: szilard testre hatd, sztatikailag egyenértékrendszerek bizonyos
kérnyezeten Kkivil szilardsagtanilag is egyendié&k vagyis azonos fesziltségi és
deformacios viszonyokat hoznak létre.

(A Saint Venant elv mindazonaltal nem teljesenld@ttas érvéng).

Ha példaul a szakitogép pofai k6zé befogott pr@vdesziltségi és deformacids viszonyait
vizsgaljuk, azt talaljuk, hogy e viszonyok a befsigdelyek kdrnyezetében igen bonyolultak.
E helyekél tavol azonban olyanok, mintha a prébatest végéiefogd pofak altal gyakorolt
erérendszerekkel egyenériéktengelyiranyu huzéék hatnanak.

FESZULTSEGI ALLAPOTOK EGYMASRA HALMOZASA

Gyakorlatilag is fontos kérdés, hogy kulonboegyensulyi rendszerek hatasara ébred

fesziltségallapotok hogyan dsszédyzek.

Erre felel a kovetkey

Tetel: Két egyensulyi érendszer hatasara a szilard test tdeges pontjaban, kalon-kalén
keletked feszlltségek az @rendszerek egyidéj mikddtetése esetén vektoralisan

0sszegédnek.

Ennek alapjan az is belathatd, hogy ha(B2 =0 és az (F)= er@endszerek hatasara
[étrejove fesziltségkomponensek valamely pontban
0,0,,0,, Ty, T, T, illetve o,,0,,...akkor az (F,F') =0 errendszer hatdsara fell&p

218 xyrfyzr f zx0

feszlltségallapot jellendzaz adott pontban:

o.=0,+0,
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Az egymasra halmozas eredménye az Geréebziltséqi allapot azokat a fesziltségi

allapotokat, amelyeknek er§gd az adott feszlltségi allapot, O6sszétetesziltségi

allapobknak mondhatjuk.

1.4. Feszultséqi allapotok

FESZULTSEGALLAPOT ADOTT PONTBAN

Hogy a feszlltségi allapotokrdl pontosabb képeftrjiimé, gondoljuk meg a kdvetkéket: a
test tetsdleges P pontjan atménsikhoz keépest ap,fesziltségvektor altalaban nem

kulonleges helyzét(11/a. abra).

Pn _
- _ Pn=0
n n h
Pn
a. b. C.
11.4bra

Lehetséges azonban a P-n atthaikok kozott olyat is talalni, melyhez képest saks

helyzefi (vagy méreat) p,tartozik. A 11/b abranp, meleges a P-n atménsikra, a 11/c
abran pedig a sikhop, =0 fesziltségvektor tartozik. Egysfien jellemezhét mindkét eset,

hiszen egyarant érvényes rajuk, hogy= 0. a P-n atmed ilyen tulajdonsaggal rendelké&z

sikok a bfeszlltséqi sikok.

Tétet Tetsdleges feszultségallapot esetén a vizsgalt pontorerdét sikok kdzott mindig

talalhat6 legalabb harom, egymasra étemges fesziltségi sik.
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Ha haromnal tébb ilyen sik van, akkor végtelen sak. A ©feszlltségi sikokhoz tartozo

o,neve bfesziltség A legaltalanosabb esetben harom kilodbtifeszultség létezik. Az
(algebrai értelemben) egymas utan koveikedarom &6fesziltseéget igy jeldljuko, = o, = o,.

A fesziltségallapotokat marmost a kdvetdhezppen osztalyozhatjuk:

Térbeli fesziiltségallapomindharom feszulltség zérustol kilénbozik,

Sikbeli feszultségallapoket fofesziltség kulonbodzik zérustol,

Egytengely fesziltségallapoegy Hfesziiltség kulonbozik zérustol.

A szilard test barmely pontjaban felvehetiink hérolyan egymasra méleges i, j,k

egyseégvektort, melyelkéfesziltségi sikok normalvektorai. A harom bazisoeekltal kijelolt

koordinata-rendszer tengelyeit. A feszilts&iiengeleket jeldljuk ugy, hogy az 1,2,3 jel

tengelyekhez a 0,,0,,0,

fofesziltségek tartozzanak (12. abra).

Tegyuk fel, hogy a feszultségallapot
sikbeli, tehat plo, = OEkkor a

tetsdlegesn-hez tartozo
feszlltségvektor az 1,2 sikban fekszik.

Valéban:p, =n,c,i +nc,j.

Hasonléan lathato be, hogy

egytengely fesziltségallapot esetén

12.4bra

valamennyip, egy egyenesbe esik.

A FESZULTSEGALLAPOT ABRAZOLASA

Egy adott pontbeli feszlltségallapot szemlélte®sgyszdr és hasznos modszert dolgozott
ki O.MOHR.

A modszer térbeli fesziltségallapotra is alkalm&zhitt azonban most csak a sikbeli
feszlltségallapotot targyaljuk részletesen.

Tegyuk fel, hogyo, #0, g,#0 és g,= 0.

Hatarozzuk meg az 1, 2d6fesziltségi sikban Iév n egységvektorhoz rendelt

p, fesziltségvektort.
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Mint lattuk,

pn = nxo-ll + nyGZJ'

Ez a vektor konnyen megszerkeszéhet

Rajzoljunk P kdréo, és o, sugaru koroket.

E korok ésn egyenesének metszéspontjaik

a tengelyekkel parhuzamosokat huzva olyar

13.4bra

ponthoz jutunk (13. 4&bra), melyne

koordinatain,o,, n,o, s igy nyilvanp, = PN.

Aki az ellipszis és kor kozott fenndllé néerges affinitast ismeri, azt is leolvashatja az
abrardl, hogy a P-beli feszliltségvektorok végpordjgszist alkotnak.

Bontsuk fel mosp, -t a szokasos modon, és T, Osszetefkre (14/a. abra).

Ezutan létesitsik a kovetkezeképzést: minden N pontnak megfeleltetiink egyamly’
pontot valamelyo — T koordinata rendszerben, melynek koordin@ait, . Azt allitjuk, hogy

a kozéppontok egy félkéron lesznek.

Tetsdleges )Ka(90° esetén az Osszetéwe bontott p,fesziltségvektor N végpontja egy a
14/a. 4bran szaggatott vonallal rajzolt A B N deméldi hdromszog dcsiucsa. H a e
haromszoget atmasoljuk a—-1 koordinata
rendszerbe, akkor A pont @ koordinataju

A’-be, B meg ao,koordinataju B’-be kerul
flggetlendl attdl, hogy melyiki-hez tartozé 6'2-
N képpont leképzésérvan sz6. N pont az

AB szakas®) kdzéppontjatol

—N:ﬁ 0,-0,

2 2
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0,-0,

tavolsagra van, ennél fogva N’ edY kdzéppontu, sugara félkoron lesz.t, -nek

nem tulajdonitunk éjelet ennél az abrazolasi modnal, ezért csak felkeém pedig kor
adodik.
Megmutathato, hogy az A’B’ végpontu félkoriv mindeontja képpont.

Ha o,vagy o, negativ, akkor is hasonlé gondolatmenet érvényes.

Egytengelyi fesziltségallapot esetén a képpontok olyan félatkatnak, mely at tengelyt
érinti (15/a. abra). Térbeli feszlltségallapot ésed képpontok halmaza @—1sikon egy

félkorivek altal hatarolt sikidom. A félkorivek v@ontjainak koordinatai:o,,0,,0, (15/b

abra).
T
5362 O s
a.
15.abra -
k
Példa. S2
Adott a 16. abran szemléltetett feszultségallapot. S¢
T, =T, =T=2N/mn?¥.
Sy |~
Hatarozzuk meg az1S5S, sikon ébred fesziltséget és —

allapitsuk meg a feszultségallapot tipusat.

16.4bra
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Megoldas.
Az &brazolas kényelme kedvéért fellinézetben iazauk az elemi hasabot és az atlosikok

n,,n, normalisait (17.

abra). T
o Y
I S { N\ I
nl‘ﬁ'"‘ﬁj’ T /K\y
—_i* i* ;v—'
R R R AL T N\,
6=1, p =T Ny a b

17.4bra

igy a targyalt tétel értelmében

1 1-,1-

e 1 - =
P, =——=Tj+—=Ti, P, =T —=i+—=j|=1n,=2n,.
Pn, > J > Pn, [ > 2]} 1 1

Hasonl6 szamitassa, =-2n,.

A 17/b ébra az $S sikokon ébredl feszlltségvektorokat szemlélteti. Az xy sikesziltsegi
sik, s a hozzéatartoz6 feszlltség zérus. Az atlésilgyancsak dfesziltségi sikok, kdnnyen
belathaté, hogy

g, =2N/mn?, 0,=0, ag,=-2N/mn?,

a feszulltségallapot sikbeli.
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1.5. HOOKE-t6rvény (Ejtése: HUK)

DEFORMACIO

A fesziltségelmélet néhany alapvetogalmanak megismerése utan azzal a kérdéssel
foglalkozunk, hogy a szilard test a rea hatékenatasara miképpen deformaldodik, vagyis
milyen hossz-sz6g, azaz méretvaltozasok, rovidraefoioklépnek fel.

A deformécidk elméletét a fesziltségekénél is réinen targyaljuk.

Lényegében azt vizsgaljuk meg, hogy egy derékszimsab miképpen deformalodik ket

kulonleges esetben.

Legyen ebszor a hasab két parhuzamos lapjanak minden pantj&b feszlltségallapot
egytengelyi, s a 6feszultségo, . A hasab terhelését a 18/a. a feszlltségallapoi@/b. abra

szemlélteti. Szamos esetben a terhelt szerkezeteklkalmas maddon elkllonitett és eléggé
kicsiny méreit hasab alaku rész terhelése ilyennek tekiithet

V4

4 6;'6 2 6., 6
a. b.
18.4bra

A tapasztalatbol ismeretes, hogy ilyen kortlménkekott a hasab ugy deformalddik, hogy
élei parhuzamosak maradnak eredeti helyzetiikkehsz6gek nem valtoznak meg, csupan az
élhosszak névekednek, illetve csdkkennek.
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Ha a hasabnak az x tengellyel, illetve a fesziMskmrokkal parhuzamos élhossza a,
hosszvaltozad\/, akkor a deformalédas mértékéil az

€ =% hanyadost, a fajlagos hosszvaltdazékintjik, amelynek
0

eléjele hazasnal pozitiv, nyoméasnal, negativ.

Legyen ezutan a hasab terhelése a 19. abra szewnti a terhelt hasab minden pontjaban

azonos, sikbeli feszultségi allapot uralkodjek.

V4
T
A
B
7;ty ——g C B
5 3 G2 G4 ©
a b.

19. 4bra

Az i normalishoz minden pontbam,j a jnormalishoz minden pontbar,i fesziiltség

tartozzék. A 19/b dbrdhoz megjegyezziik, hogyi,amormalis sikok abrazol6é pontja A, az

atlésikokeé pedig a B és C pont.

A tapasztalat azt mutatja, hogy & fesziltségekkel terhelt
hasab deformalédasa ugy toérténik, hogy az Osszesssd
valtozatlan marad, egyes lapszdgek azonban meguako Ezt
szemlélteti a 20. abra. A deformal6das mértéké&dmmszédos

lapszbgeky valtozasat tekintjuk. A 18/a. és 19/a. abrak

normalis és csusztatd feszlltség elnevezéseketrthetwe

teszik. A o, feszultség a hasab normalis iranyd megnyulas

20.4bra

okozza, at, feszlltség hatasara pedig két-két parhuzamos

hasablap egymashoz képest elcsuszik.
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HOOKE-TORVENY

Arra a kérdésre, hogy az imént targyalt deformaceidlyen kapcsolatban allnak az anyagi

minéséggel és a feszlltségekkel, a tapasztalat adzvalas

Ha karcsu rud alaku prébatestet fogunk be szakitqgdai kozé és egyenletesen novikv
erét mikodtetlink, akkor a megfogasi helyékelég tavol, a ridban alkalmas elkilonitett kis

hasab pontjaiban j6 kbzelitéssel azonos, egytetidesziltségallapot uralkodik. A hasabnak
a prébatest tengelyére nikrges lapjain ébréidfesz[]ltségozg, ahol F a pillanatnyilag

érvényes huzoér A a probatest keresztmetszet-tertlete. Azdeformaciét agy allapitjuk
meg, hogy a probatesten Kkijelolt (tengellyel padmas) szakasz, s annal/ =A
hosszvaltozasa hanyadosat képezzuk.

A feszlltség és a deformacio kozott fennallo kajatdenti kisérletlink szerint a kovetkez

o
€=—,
E

Ahol E a vizsgélt anyagra jellezallandd, dimenzioja éfteriilet, neve:_rugalmassagi

tényed. Tajekoztatd adat: acél anyagokra
E = 2[10°N/mn? (MPa) = 200GPa.

A nyiras kovetkeztében @&ll6 deforméacié és a nyiréfesziiltség kdzott hasamldcsolat all

fenn (20. abra):
\/=l
Gl
ahol G a vizsgalt anyagra jellethz allandd,

dimenzidja eb/terlilet, neve: _nyir6 rugalmassagi

tényed (csusztato rugalmassagi ten§ezT ajékoztatd G g

adat: acél anyagokr@ =80...85 GPa Opy "//B
Grl £

Ez a két - HOOKE-t6l szarmaz6 — torvény korlatbzot 6:" f

érvényi. Ha egy huzott rid deformacidja és a
radkeresztmetszetekre hato  feszlltség kozti

kapcsolatot (pontosabban @ =o(e Jjlggvényt)

21.4bra
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abrazoljuk, akkor a szerkezeti fémanyagokra a Btaralathato grafikont kapjuk, mely —
alkalmas léptékvalasztas esetén — egybevag a lagradimal.
A grafikon jellegzetes pontjaihoz a kovetkdesziltségek tartoznak:

Addig a pontig linearis a kapcsolat és € kozt, vagyis érvényes a Hooke-térvény.

0, heve:_aranyossagi hatdsyakorlatilag ac, fesziltséggel esik egybe, a rugalmassagi

hatér, vagyis az a feszlltség, melyet meg nem haladdiiltsgégek esetén a rdd még

visszanyeri eredeti méretét, tehat rugalmasankad.

F: e pontot elérve a fesziltség novelése nélkihiiselen nagy méretvaltozast tapasztalunk.
o neve:_folyashatar.

B: a diagram legfets pontja. o,: az anyag_szilardsagéhuzoszilardsag. Hasonldan

ertelmezhet a nyomaoszilardsag./

0:£ névleges feszultségértékek mindenkori felméréséayeljik, ahol A a rad eredeti

keresztmetszet terllete. A deformélddas sordn aropmbkeresztmetszet-terilet csokken, a
rud valamely helyén szemmel lathat6é gyors keresstree csokkenés lép fel. Ha a valésagos
feszlltséget, azaz azdéees a pillanatnyilag érvényes keresztmetszet-terfiéayadosat

képeznénk, akkor a 21. dbran szaggatottan ragojteéges grafikont kapnank.

A folyt-acélhoz hasonl6 anyagokat, melyeknél eleigen nagy fesziltségeknél maradando

deformaciok és folyasi hatar észlelheszivésanyagokak nevezik. Azokat az anyagokat,
melyek csak rugalmas deformaldédasra képesek, foly@sart nem mutatnak, rideg

anyagokak nevezi8k. llyen az 6ntbttvas és a beton.

KAPCSOLAT EésG KOzOTT

A hazasnak alavetett prébate 6 : &
* - [~
hosszvéltozasa a keresztiranyd mére ™ 1 . - - -0
-7 e 7 7 7 hd " \
valtozasaval jar egyutt. Példaul 22. abr p
(-]
lathaté hasab ¢ mérete is megvaltozik :
(csbkken) ao feszlltségek hatasara. Hapa 22 Abra

meéret megvaltozasalb, a kereszt-iranyu
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fajlagos méretvaltozas

A deformalodas két jellensgbdl, €-bol éseg, -bdl képzett

&

&

=V

Hanyados a POISSONféle ténye# (Ejtése: Poaszon). Hasznélatos ennek reciprokay az
POISSON-féle szam is. Tajékoztato értéke acél akragb. 0,3.

Az E, G,v anyagallandok kozott levezetbetz alabbi 6sszefliggés:
G==C
2

1
1+v

ALTALANOS HOOKE-TORVENY

Ha a 23. abran lathat6 hasabra csak desziltségek hatnak, akkor

OX
g, =—=
E
Hosszvaltozas lép fel. Ha csalk fesziltségek 16y
. o - A
miitkodnek, akkor azey:Ey nagysagu, y — 61( AR 6&
iranyd megnyualason kivil x —iranya révidulés
Iép fel, a keresztiranyu fajlagos hosszvaltozas ' 16y
23.4bra

_ — Uy
gkx - _/ng - _VE

(g, esg, ellentétes jel).

A o,, o feszlltségek egylttes hatasara az x-iranyu fajlageszvaltozas:
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Ugyanigy lathat6 be, hogy térbeli fesziltségallasatén

E, = Ié[o*x -v(o, + JZ)].
Ez az altalanos HOOK-t6rvény. Hasonlo képlet irdat@z vy, z irAnyokkal kapcsolatban is:

1 1
£, =E[Jy -v(o, +0’Z)], £, =E[az -v(o, +0'y)].
Ha a 20. abran szeréply sz0g helyetty,, jeloli az x, y sikbeli szogvaltozast, akkor a

csusztato fesziltségek és a deformacio kozti kdgicso

Yy =€. A masik két sikban mért szogvaltozasok hasonléan:

T 1 TZX
Yix =€, iletve vy, = o

1.6. A természetes faanyaq szilardsagtani jellemzés

A FAANYAG ORTOTROP TERMESZETE

A természetes fa — mint ismeretes — nem izotrépnem is homogén anyag. A mechanikai
tulajdonsagok iranyfudigek, példaul a nyomdszilardsag a rostok iranyabas, m@nt a
rostokra meflegesen. Az inhomogenitas abban nyilvanul meg, hedganyag kilénbdz
helyein mas-mas mechanikai jellesket mérhetiink. A szijacsban mért értékek eltérnek a
gesztben mért értékeékt de egy-egy évdiriin belll is (tavaszi é8szi paszta) kilonbségeket
talalunk.

A fa elemi szilardsagtana nem alapozhaté a fém gokyazilardsagtanahoz hasonléan két
anyagallandora, E és G-re.

A faanyag mechanikai tulajdonsagait jellédmadatokat harom anatomiabifanyban kell

ismerni. Ezek az iranyok egyben mechanikaiginyok is.
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A természetes fa anyaganak minden pontjaban feyedgy, a harom anatémiabifanyba

mutatd derékszdgkoordinata-rendszer (a szabalytalan néfésesetében is).

Tengelyei a kovetkeik:

L: longitudinadlis, vagy hossziranya (rostiranyu)ngely, melynek allasa a faanyag
rostirAnyaval egyezik,

R: radidlis vagy sugariranya tengely, mely az agotithoz tartoz6 vastagsagi ndvekedés
iranya.

T: tangencialis vagy érirany, mely

mesleges az ébbi két tengelyre és érinti az iltet

ponthoz tartozé évdyiit.
A faanyagnak a fenti iranyokban mert
tulajdonsagait a széban forgd mennyiség jele mell .
j g 9 yiség j ‘\

tett betivel, vagy|illetve L szimbdlumokkal - T

kulonboztetjiuk meg.

24 .abra

Az olyan anyagot, melynek fizikai tulajdonsagai yegy pontban) harom egymasra
merbleges iranyban kilonb6znek, ortotrop anyakynevezik. (24.abra)

A természetes fa is ilyen.

A fa rugalmas viselkedésének leirasdhoz az E, Ggtlanddkat is mindharom iranyban,
illetve koordinata sikban kell ismerni. Mivel arastjainak L-iranya teherbirdsa nagy, de a ra

merbleges iranyban kicsiny, kilondsen a rostiranylasdgagi adatok jeledgek.

BEFOLYASOLO TENYEZK

A fa és faalapu anyagok sok ten§et flggé mechanikai tulajdonsagait az elemi
szilardsagtan maédszereivel nem lehet levezetnitdodagzor meg kell elégednink a széban
forgd tulajdonségot leirdé fuggvény kisérleti utogyert grafikonjaval. A szildrdsagtani
jellemziket befolyasold fontosabb ténydzadott fafaj esetén a kovetkdz

- a faanyag nedvességtartalma,

- a terhebers iranya, (a diranyhoz képest),
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- a terhelés igtartama,

- a faanyag fajsulya.

Egyéb tényedk kozt megemlitjik a fa biologiai allapotat, &nmérsékletet és a faban v
gocsok méretét, eloszlasat.

Az eddig ismert anyagallanddkkal (E,G) kapcsolatb@mutatunk néhany olyan sajatsagra,
melyek csak a faanyagot jellemzik. &srban E-re szoritkozunk.

Az E., Er, Er adatok kozul az efsjelentss, meghatarozasa nyomo-, illetve hajlitd kisédlette
torténik.

A GiRr, G.1, Grt a megfelad sikban mért nyir6rugalmassagi ténjlkezPéldaul Gg az L, R
sikra vonatkozik.

A Vg,V ;,Vgr, Poisson-hanyadosok élindexe az alkalmazott feszultség iranyat, a m&sodi

az oldaliranyu deforméaciot adja.

A fenti mennyiségekre vonatkoz6 szamadatok tabdibain talalhatok. (* Példaul: Faipari
Kézikdonyv, Miszaki Kiadd, Bp. 1976. Wood Handbook, US. ForestiBcts Laboratory).
T4jékoztatd adat hazai fafajainkra:

E, =10000@aN/cm?*. A huzokisérlettel nyert (B rugalmassagi modulus &ltaldban a

nedvességtartalomnak csokkdiiggvénye (25. abra).

A huzokiseérlettel nyert rugalmassagi modulus) (E
kapcsolata néhany befolyasol6 ténijxed az alabbi:
E = E(u): kapcsolat a nedvességtartalommal.
Az Osszeflggést a 25. abra érzékelteti. A 8-25 %
nedvesseégtartalmi tartomanyban hasznalhaté az
E, =E[1- 002(u, - u,)]

)

007 " képlet.

25 abra Megemlitjik, hogy a faanyag nedvességtartalmat

altaldban u-val, térfogatsulyatval jelolik.

E=E(y): kapcsolat a térfogatsullyal.
Kozelitbleg az E= K -Kk) lineéaris kapcsolat érvényes, ahol K, k fafijtiygo allandok.



23

1.7. A szilardsagi méretezés alapelvei

(Felhaszndlt irodalom: Salyi-Faber: SzilardsagRéidatar (5. fejezet).

A SZILARDSAGI MERETEZES KET LEHEOSEGE

Barmilyen szerkezet, tiszaki Iétesitmény megtervezésekor tobbféle koveteytn- niiszaki,

gazdasagi, esztétikai — kell egyitleg kielégiteni.

A miszaki kovetelmények roviden igy foglalhatok Ossze: létesitendl szerkezet

meghatarozott ideig megbizhatdan kell, hogy meljeleendeltetésének.

A tovabbiakban csak aimzaki, ezen belll a szilardsagtani kévetelményetdgihlkozunk.
Ezek lényege: a szerkezetre a rendeltetésdrsznalat kozben nem szabad olyaikmeek
hatni, melyek a szerkezet funkcidjat gatlé valtokas, deformacidkat hoznanak létre.
Veszélyes valtozas a tores, repedés, a maradaski@hbzas.

A szilardsagi méretezés feladata az emlitett sigbigtani kovetelmeények kielégitése.

A szilardsagi méretezés alapjaul két ut kinélkozik:

a) elméleti aton, vagy kisérlettel megallapitjuk azoka terheléseket, melyek a
szerkezetben veszélyes valtozasokat okoznak, megtig pa varhatd terhelést azolabi
szerkezetjellemz terheléssel 6sszehasonlitjuk. Egyenes rid esétésegrkezetjellemz a
torést okozo huzoér

b) a szerkezetenként elvégzéndtisérletek veégrehajtasat mihetjuk a kovetkex
gondolatmenettel: a szerkezetet biztosan megdévjtdnkremenetei, ha biztositjuk, hogy
egyetlen pontjaban sem indulnak meg veszélyes 2ddtik. Tehat a szerkezet egészének

vizsgalata helyett a szerkezet kulonbpontjainak elemi kérnyezetét vizsgaljuk.

Az elébbi méretezési mod szerkezetjelléinhelyett most a méretezést helyi jellefkee,
egyes veszélyes pontokban uralkodé fesziltségétikpoalapozzuk. llyen jellensk példaul
az anyag tulajdonsagait tikdalyan fesziltségallapotok, melyek szakadast, vagsadando
deformaciot okoznak. E masodik szemlélet szerinbyd§gében a valéban ébted

feszlltségallapotok és a lokalis jellethzisszehasonlitasabol all a mértezés.
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A két méretezési szemlélet nem egyenéirtdz el a testben fell&pfesziltségi allapotok
Osszességébitéli meg a terhelést, a lokalis szemlélet vidzan egész szerkezétrannak
egyetlen pontjaban, a veszélyes pontban uralkahiifeségi allapot alapjan mond itéletet.

Ma még a lokalis jellentk hasznalata a szokasos, noha a szerkezet jélkeenalapozott
méretezés a megbizhatobb. A lokalis jelléknalkalmazasa gyakran tulzott, szikségtelen

Ovatossagra vezet.

MERETEZES MEGENGEDETT FESZULTSEG ALAPJAN

A méretezés éfeltétele, hogy mindazokat a terheléseket ismenjidyek a szerkezetet érni

fogjak varhato élettartaman belll. Ez persze,db@h nem lehetséges.

- Bizonytalansag éllhat fenn a terhelés nagysagald@mli lefolyasa tekintetében is.
Pedig ez utdbbi is igen Iényeges szempont. Nem eginnchogy a terhelés azétoen allando-

e, mas széval statiky@6/a. abra), vagy pedig azlukn valtozo, dinamiku@6/b,c abra). A

dinamikus terhelés lehet ism#tb (26/b abra) és |6késs#ei26/c abra).

a. b. C.
26.4bra

- Bizonytalansag éallhat fenn a terbiedok helyzetében is. Példaul centrikusan hato

erével szamolunk, mikézben bizonyos excentricitisijidezik.

- Gyartasi hibakkal, méreteltérésekkel is szamolti ke

- Anyaghibakra, mifiségi eltérésekre ugyancsak tekintettel kell lerimiszen a
leggondosabb technolégia sem biztosithatja az amiyggég allandéségat.
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Mindezek figyelembevételével a méretezés Ugy tbeéfa lokalis szemlélet alapjan), hogy a
szerkezeteinkben csak olyan fesziiltségallapotididdaat engedjik meg a veszélyes pontban,
melynek az igénybevétel szempontjabdl szobé jegziltség adata az anyag szilardsaganak
tort része.

Pontosabban: felvesziink egy — nem sziikségképpen egészamot, a biztonsagi ténytees

megfeleb meéretkialakitassal, illetve anyagmegvalasztasseidgskodunk arrol, hogyg

helyett maximalisan az

o

m

_0g
n

megengedett feszultségpjen fel az anyagban, s hasonléan beszélhetjjril is.

e O . L . T
A megengedett feszlltség, =—F értelmezése is szokdsos. A megengedett fesziktsége
n

ertékeit szabvanyok, tablazatok tartalmazzak.

TERHELESMODOK ES KIFARADASI HATAR

A szilardsagi méretezés szempontjabol kilonos ges@ot igényelnek az olyan esetek,
midén a terhelés az édben valtozo, példaul periodikus.
Tapasztalatbél ismert tény, hogy a tonkremenetealizé sztatikus terhelésnél joval kisebb

terhelés is veszélyes lehet, liais ismétbdik.

llyenkor az ismétids feszlltség egy; alsées egy, felsd feszlltseghatakdzott ingadozik.

. L o, +0; . Tt L e
Kozepfesziltséen a o =an i T, =an feszlltséget értjuk.

Az idében valtozé periodikus terhelés lehet liétemikor a feszliltség zérus és egy fix érték
kozott, vagy azonos @kl két rogzitett érték kozott valtakozik (27/a. 4bra)

Leng terhelésél akkor beszélink, ha a terhelés, illetve a feszglteet kilonbod elsjeli
erték kozott valtakozik (27/b abra).

Az anyag viselkedését periodikusan isidil terhelés esetén farasztovizsgalatokkal lehet

tisztazni.
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lengé
(>3 /\

27.4bra

Ezek Iényege: tobb egyénmereti probatestet azonas, kozepes feszultseggel terhelnek, de

mas-maso; maximalis feszultségig es megallapitjak az eggedeszilltségekhez tartozo

ismétlések N szamét, amely a tonkremenetelhez égéks

Ao, =0, (N) fuggvenyek grafikonjai a WOHLER-g6rbéBizonyos — a terhelésmodtdl is

fuggs - o; alatt akarhany isméitiés sem okoz térest. Azt a legnagyobb feszUltséugiet

51'f (7;’)
O, =const
Ot+———
=10
28.abra
s

29.4bra

meg végtelen sokszor el tud viselni az anyay,

kifaradasi hatdnak nevezik (28.abra). A terhelés
idétartamanak sztatikus igénybevétel esetén is szerepe
van. Ebfordul, hogy valamely sztatikus terhelést egy
szerkezet it ideig elvisel, de ,bt; ideig mar nem. A
kisérletek tanlsaga szerint ugyanis az anyag dzdga

a terhelés iétartamanak is flggvénye. Ha példaul a
0, =0,(t) fuggvényt abrazoljuk, faanyagoknal a 29.
abran lathat6 grafikont kapjuk.

Az a legnagyobbo, feszultség, melyhezo hosszu

terhelési i@ tartozik az anyag tartészildrdsag. Ez

fanal a t=0-hoz tartozé sztatikus szilardsagnakteqgiy
55 %-a.
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ELEMI SZILARDSAGTAN
Az 1. fejezetben talalhat6 sztatikai és feszilteagketi anyag ismeretét feltételezve, ratériink
az elemi szilardsagtan alapjainak targyalasaraeklabfejezetben fokozottan mutatunk ra a

fatechnoldgiai vonatkozasokra.

2.1. Hluz4as és nyomas

HUzZO (NYOMO) IGENYBEVETEL

A miszaki gyakorlatban élordul6 rad alaku testek, szerkezeti elemek, gyakngzasra vagy
nyomasra vannak igénybe véve. Valamely szelvéngyiggvétele huzas, ill. nyomas, ha a
(Bj) errendszer ergfle a tengellyel azonos hatasvonal®.eMasképpen: a bal oldali
erdrendszer egyenértékegy olyan afvel, melynek hatasvonala a tengely. Az igénybevétel
nagysaga szelvénilr szelvényre véltozhat, gondoljunk példaul egy dyéirl is terhelt
fuggoleges helyzéi radra vagy kotélre. Mivel a hizd és nyomo igénytelszilardsagtani
szempontbdl hasonléan targyalhatéként a huzé igénybevétellel foglalkozunk ebben a
targypontban. Mar most megitéljik azonban, hogudaalakl test tengely iranyd mérete a
keresztmetszeti méretek tobbszortse, akkor szégtdai szempontbdl 1ényeges kilonbség
van a két fajta igénybevétel kozott. Megallapitasaehat nyomo igénybevétel esetében csak
akkor érvényesek, ha un. Zémok rudakrol van szdaldban akkor tekinthetiink egy rudat

zomoknek, ha kisebb keresztmetszeti méreténekriszidél nem nagyobb a hossza.

DEFORMACIO
Ha egy egyenes tengély
tetsdleges keresztmetsterudra a e

{
7 7 / ' f ——
tengelyével parhuzamos vonalakat @m i = A S

karcolunk és ugyancsak kijeloljuk _
néhany keresztmetszet hatarolo ;/ ’
vonalat, akkor a rud fellletén egy
deréksz6g vonalhaldzatot nyeriink N
(30. &bra). 30.abra
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Ha most a rugalmas anyagu rudat a tengellyel eg§bbeasvonall N, N ékkel terheljik az
abra szerint, s az @& tAmadaspontja eléggé messze van a vonalhalgzattd@vetkeéket
tapasztaljuk: a vonalhal6zat tovabbra is a tengklparhuzamos egyenesékles ezeket
merlegesen metsz sikgorbékBl all. Csupan az egymassal parhuzamos vonalak Ségal

valtozik meg.

Feltesszik, hogy nem csupan a keresztmetszetekoldatéonalai maradnak sikgorbék a
deformalédas utan, hanem maguk a keresztmetszei@kengelyre méleges sikidomokkéa
deformalédnak. A deformalédas kdzelebbi jellemzés@bdl jeloljuk ki a rad egymastd) |
tavolsagra lé§ két keresztmetszetét. Deformaldédés utan e kétéxgltdvolsdgahl értékkel

e : Al : e £ .
megvaltozik. A tapasztalat szerint ar-l— hanyados a fajlagos hosszvaltozas- lp-tol
0

flggetlen allando érték. A radban elkulonitett waddy elemi kockanak (1. bra kinagyitott
részlete) a tengellyel parhuzamos élei megnyulazkegyéb élei megrovidilnek (nyomas

esetén éppen forditva). Egységnyi élhosszUsagu akooktve a hosszvaltozasok:

. &
£és v=-
£

.,V (ejtsd ni)-a Poisson tényéz melynek kb. értéke 0,3, az egyseégnyi

hosszvaltozasra jutd keresztiranyu hosszvaltozhatraeg.

Az elemi kocka lapszogei a deformalddas utan iglkdagek.

FESZULTSEG
A hlzott radszakasz tetdieges
TT pontjdban fellép fesziltségallapotot a
< \’“'6 | kérdéses pont kis  kornyezetét
™ 4f'/,‘ ;1
6] l/V///?t | tartalmazo elemi kocka
2.7/ b6 o | ,
~L- 203 0, deformalodasanak ismeretében
Q. b. hatarozhatjuk meg.
3l.4bra J g

Az imént latottak, valamint az 1.4. szakaszban ltakualapjan megallapithatjuk, hogy az
elemi kocka fentebb targyalt deformaldédasat a 3Albsan pontozassal jeldlt két parhuzamos

kockalapon fellép o feszlltségeknek kell tulajdonitanunk. A tébbi Hdap
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feszlltségmentes. A korabbiak ismeretében meg#iktpik, hogy a hasablapoéfésziltségi
sikok, a ®&fesziltsegek o,=0, 0,=0,= 0.A fesziltségallapot a vizsgalt pontban
egytengelyi. A feszlltség allapotot MOHR-kérrel szemléltetBa/b. dbra. Ha az 1. abran

lathatd hazott rad keresztmetszet-teriilete A, akkdval oldali ridszakasz egyensulyabdl

J'odA—N =0. Mivel a keresztmetszet minden pontjaban ugyanaklegr azonoso=¢ E
(A)

feszlltség lép fel, az egyensulyi egyenlet igyhatib:
oA-N=0, ill.:

N
o=—.
A

A rud valamely ferde metszetén ehfddsziltségeket a kovetki@ppen szamithatjuk ki: a

rad P pontjan (32.a &bra) atnden normalist sikon ébrédfesziiltségvektor, melyet az abra

nem szemléltet:

po=0i= 01 AD,.

p, fofesziltségek zérussal egyékltehat ap,, szamitasara tanult 0sszefluiggés szerint (1.3):

P, =np, =Ccosh.0,i = %cosdﬁ.

&

32.4bra

A o,, 1, komponenseket legegysi#bben igy szamithatjuk:
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o, =|p,|cosp :%cos2 o, T,=p,sind :%sinq)cosqn.

A 32/b. abra a P-beli egytengélyfesziltségallapotot szemlélteti MOHR-korrel. B,
feszlltségvektornak megfeieképpontot ap szognek az abra szerinti felmérésével kaphatjuk
meg. Ez rogton belathatd, ha az Pont koordinatait trigonometriai dsszefiiggésekkel
kiszamitjuk.

VALTOZO KERESZTMETSZET RUDAK

Rud alaku szerkezeti elemeken olykor hirtelen awtedet, furatokat, beszurasokat,

hornyokat, k6zds néven bemetszédedell kialakitani (33. abra).

—_—

A A -

£ - - B -

- - - - - S Sl e

33.4bra
A bemetszési helyek koérnyezetében fealléfesziltségeket nem lehet az allando, ill.
mérsékelten valtozo keresztmetszetdakra ervényes képlettel szamitani.
Ezeken a helyeken ugyanis a fesziltségviszonyokydoltak, az elemi szilardsagtan

eszkozeivel nem targyalhatok.

A mérések szerint az ilyen helyeken a fesziltségeoszlasa nem egyenletes, a fesziiltségek
maximalis értéke a huzdedkeresztmetszet-terillet hanyadossal jellemzett gétiak
tobbszorose is lehet. Ezt a tényt szemlélteti azABr, melyen a bemetszést egy furat jelenti.
Az abra feltiinteti egy a bemetsZi@stavoli keresztmetszet — kozélikg egyenletes —
feszlltségmegoszlasat €és a bemetszés keresztrébtszetervényes, hirtelen valtozo

feszlltségmegoszlast.

ol 6 A fesziiltség széls értékét
] — = el feszlltségcsuemk nevezik, érteket altalaban
4+ = O |- méréssel hatarozzak meg.

et e 34.4bra
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A rugalmas anyagu huzott — vagy mas maédon igénybevezerkezetei elemek bemetszésre,
hirtelen méretvaltozasra rendkivil érzékenyek. Aszidtségcsucs elérheti az anyag
szildrdsagat, s ekkor repedés keletkezik. Ennelérsaémeét fesziltségesucs alakul ki, s a

repedés tovabb terjed, a szerkezet tonkremegy.

MERETEZES

Ellenérzéskorazt kel kimutatni, hogy a ., maximalis fesziltseég, vagyis @ _foéfesziltseg

X

(nyomas esetéh)3|) nem haladhatja meg@,, megengedett fesziltséget. Ha az igénybevétel

szempontjabol veszélyes keresztmetszet terileteaAyeszélyes szelvényben feltép

normale6 N, akkor a rad megfelel, ha:

m*

o) :ESO'
max

Tervezéskor terhelés, valamint a megengedett feszlltségetaimen a minimalis szikséges

keresztmetszet-terilet a kdvetkez

A

sz

- N
g,

Gazdaséagos kialakitas esetén a tényleges kereszénenhnél sokkal nagyobb nem lehet.

HUZOTT (NYOMOTT) RUDAK DEFORMACIOJA

Huzott (nyomott) rudakbdl allé szerkezetek csomdjadnelmozdulasanak szamitasanal
gyakran taladlkozunk a kovetk&z feladattal: ismeretes egy huazott rudd | hossza,
keresztmetszetének A terilete, a rud anyaganalg@massagi tényége és a radban ébréd

N e, meghatarozando a risl hosszvéltozasa.
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A=g = =N
E AE

Azzal az esettel, misth N vagy a keresztmetszet terlilete valtozd, adkdgskben

foglalkozunk.

HOMERSEKLETVALTOZASKOR EBREM) FESZULTSEGEK

Amint az a fizikabdl ismeretes, egy | hosszusagal twmeérsékletének A tértéki

megvaltozdsakor fell&pAl hosszvaltozas a kévetkd@ppen szdmithato:

Al = alAt,

ahol o a rud anyagara jellerazallando, az 1/€ mértékegység hétagulasi egyiitthato(
Acélra: 0 =11,5 . 16 1/C°, fara:a=3-9.10°1/C°)

Ha a valtozo Bmérséklet rud hosszvaltozdsat meggatoljuk, radban feszidtsé&lprednek.

Ezek abbdl a feltételth szamithatok, hogy a hossz nem valtozik. A fajlagosszvaltozas a

Lo . o . Al . : o
homeérsékletvaltozas kovetkezteben:T:aAt lenne. Ezt megakadalyozni a rudvégeken

fellépd o = Ee nagysagu feszilltség képes, ha E a rid anyagagakmassagi tényége.
A fesziltség tehat
0 = aAtE.

A rudvégeken hato é-=A o = AaAtE, ahol A a rud keresztmetszet-terilete.
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A TERMESZETES FAANYAG HUZO ES NYOMO IGENYBEVETELE

A természetes faanyag rostiranyd szakitoszilards@agaaltalaban nagyobb, mint a

nyomoszilardsagao,. . Néhany tajekoztato adat: u=15% nedvességtartatmten:

O, (O
Tileveliek: 35.....150 40.....55 N/nfm
Lagy lombosfak: 20......35 30.....50 N/rim
Kozépkemény lombos fak: 25.....135 55.....70 N/mm

A nyomoészilardsag kapcsolatat a kulonbdzfolyasold ténydikkel az alabbiakban foglaljuk

0ssze.o, =0, (u): kapcsolat a nedvességtartalommal.
Ha uw, W nedvessegtartalomhoz &o,,0, nyomoszilardsagok tartoznak, akkor

o, =0, [l+a(u,-u,)], ahola fafajtdl fiiggs, 0,03-0,06 kozétt allando.

o,=0,(9): kapcsolat a nyomo é&riranya és a rostirany altal bezart szég kozott éa).
Ha o, és o, a rosttal parhuzamos, ill. arra réleges nyomoszilardsag, akkor a

o,(¢) fuggveny kozeliileg:

— 0-// OD !
o = . L\
= e w02 dal e
j \
20
o,=0,(p): kapcsolat a tesisiséggel. A s

nyomoszilardsdg egyenesen aranyos a

testdiriséggel. T

35.4bra
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1.Példa

A 36. abrdn lathaté ronkét kenderkotél

segitségével emeljik. Hatarozzuk meg a koté
szilkséges d atm#@ét, haa =20°, G=10 kN,

o =600 N/cn?.
" A

S

% I - LA

36.4bra

Megoldas:
A kotélagak hazasra vannak igénybe véve. Ha a kinélilyat elhanyagoljuk, az egyes
kotélagakban ébréderok a kovetkesk:

G

Fuggleges kotélag: K=G, ferde kotélagad:= ——.
2sina

Kdnnyen belathatd, hogy aa(30° esetén a ferde kotélagakbam)30° esetén a fligileges
kotélagakban ébred nagyobld.er

2
ASZ:d_n:ﬁ: G_ 4= 29 _ | 200000 _ 557cm.
4 o, 20,sina To,, sind n600L0,342

2.Példa

A 37. abran lathatdd, | adatokkal meghatarozott szerkezet csuklds radjaieasztmetszet-

terlilete A, anyaguk rugalmassagi modulusa E. Akszet O pontjdban F &rmikddik.
Allapitsuk meg az O pont elmozdulasat és a
rudakban ébretlercket!

Megoldas.

Konnyt igazolni, hogy sztatikai
megfontolasokkal a radék nem
hatarozhatok meg. E sztatikailag
hatarozatlan feladat azonban megoldhat6

37.4bra
szilardsagtani eszkdzokkel.
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A szerkezet szimmetriajabdl kovetkezik, hogy a gzéldakban ébrederck és e rudak
megnyulasai egyebtk. Tegylk fel, hogy a terhelés hatasara az O @attékkel elmozdul.
Ekkor az egyes rudak fajlagos hosszvaltozasai atkésk:

eczTa, €5 :eDzécosq):L

cosp
Itt azt a tényt hasznaltuk ki, hogy<<l, s ezért a DO rudnak a flggges ruddal bezart sz6ge
a deformalédas utan is majdnegn. Most irjuk fel a ZEy =0 sztatikai egyenletet,

felhasznalva a HOOKE-torvényt!

Y. F =-F+FR +Fcosh+F,cosp=-F+ EAT6+ZEA6CO§¢ -

0

5= o gAradesa: Fo=eAl F=— F
AE (L+ 2cos ¢) I 1+2cos ¢

F.=F __Feos'd
B % 1+2cos¢’

Méretezzik a rudakat! Legyerp =3C°, g, =100N/mm?, F=80000N, alkalmazzunk

egyenb szaru L szelvényt. A legnagyoblbex flggleges radban ébred,

A R F _ 80000
275 o (1+2co$30°)
m m ) 10 1+2(\/2§)3}

A, 348 mnf =3,48 cm.

Az MSZ 328-67 alapjan a megfeleszelvény L 45x45x4Ennek a szelvénynek a terilete
3,49 cnf.

, YV oua
3.Példa r s 1 77 44
i
!
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Merev falak k6zé hasabot helyeziink a 38. abrarszésihasab anyagara E=2,121/mnT,
v = 03. A hasab két parhuzamos lapjara p=10 Nfmgomas hat.

Milyen fajlagos megnyulasok keletkeznek x és y yldan, mekkora a hasab lapjain fetiép

feszlltség?

Megoldas.

Nyilvanvalé, hogye, =0, o, =-100N/mm’.

gxzé(ax—vo'y):o, g‘X:’uJy' O'X:—BO N/mmz,

y

o, &,=-000043

4.Példa

Allapitsuk meg, hogy mekkorad ébrednek a 2. példaban szebegerkezet radjaiban, ha a
szerkezet dmérsékletét az Osszeszerelés utAnértékkel megnoveljik. Legyen rudak
rugalmassagi tényége E, lotagulasi egyltthatojaa, keresztmetszet-terilete A. Az F

koncentralt e most nincs jelen.

Megoldas.

El6szor lassuk be, hogy a felmelegedett szerkezetpkdzdidja huzott lesz! Ez a rud
magabanAtla értekkel nydlna meg. Ha a szerkeZétbltavolitanank a kdzépsrudat, a

1
cos ¢
szerkezetben tehat a kozépéd huzott. Legyen a hlz@e@.

csomoépont elmozdulédsa a felmelegedés dithn YAtla. A harom rud egyutteséballo

Ekkor a k6zéps rud hosszvaltozésa:

0 = Atal +g|.
AE
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A ferde rudban ébréders Q , S a ferde rad megnyulasa:
2cosp

o, = Ata S Q :
cosp 2AEcos ¢

Mivel 6, =dcosp,

N Ql
Ala cosp 2AEcos ¢ (Btat + AE)COS¢ ’

1
Ata(COSZ p -1

eldh. Q= 1 AE.
1+
2cos’ ¢

A ferde rudakban ébrécerok Q / 2 cos

2.2. Nyiras

NYIRAS MINT FESZULTSEGALLAPOT

Valamely rud tetsileges szelvényében az igénybevétel nyiras, hg)eefBendszer (Lasd:
Mech. I.;11.6. fejezet) erdije a szelvény sikjaban hat@emelynek hatasvonala a sulyponton
megy at. Masképpen: a bal oldaliGendszer egyenértékegy olyan efvel, melynek
hatasvonala atmegy a sulyponton és benne van\&aydikjaban. Ha az igénybevétel eléggé
nagy, a radnak a szelvény ltal elvalasztott keteéegymashoz képest eltolodhat, amint azt
az olléval valo nyiras soran tapasztaljuk (LasdciMé.
157. abra). Tiszta nyir0 igénybevétel ugyszolval

sohasem fordul &8 A 39. abra azonban azt mutatja,

hogy megvaldsithaté olyan terhelés, melynek haaasa
egy test bizonyos metszetein csak nyirofesziltségt

lépnek fel. Az abran pontozassal jel6lt kocke

oldallapjai, ill. a velik parhuzamos sikmetszetel

ilyenek. Ennek belatasara szamitsuk ki példaulnaz

normalisu kockalapon ébrédeszultséget! 39.abra
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ol

» =Np, +n,p,, ahol

n,=n,= , Py =0l,

N1e

p— _- — 0 ry s
p, =0}, P, =$(I )
A kockapappal parhuzamos vektor, vagyis a lapofesziltségek ébrednek a kocka négy

élére metlegesen, s az ezen élekre tieges lapok fesziltségmentesek.

Ha a test egy pontjanak kicsiny kdrnyezetét taralinkis kocka lapjain csak fesziltségek
ébrednek, mint a 10. 4bran, azt mondjuk, hogy sgélt pontban a feszlltségallapot nyiras.
10. abran lathat6 testek minden pontjaban nyifasailtségallapot. Tanulsagos belatni, hogy
a pontok fesziltségallapotanak MOHR-féle diagraanjd. abra. A 39. abra sikjara fleges
sikokhoz tartoz6 képpontok
az ABC koriven vannak, a
papir sikjaval parhuzamos (%
sikok ffeszlltségi sikok, |
abrazol6 pontjuk az origo. R PR
Valamely tetséleges allasu */
sikokhoz tartozé képpont a 4 AV

¥ ?
é 4
¥
'] |}

4

o |

pontozott sikidomba esik.

40.4bra

DEFORMACIO

A nyirassal, mint feszultségallapottal, lényegélsen 1.5. fejezetben megismerkedtink.
Lattuk, hogy a csupan fesziltségek hatasa alatt allo kis kocka deforo@da a lapszdgek

megvaltozasabal all, az élhosszak nem valtoznak melgformacié mértékének tekintliey

sz0g (Lasd: |. fejezet 20. abra) m fesziltségek nagysagatol, s az anyag rugalmas
tulajdonsagaitol ngg:y:é, ahol G az anyagra jelleizallandd, az anyagnyiro

rugalmassagi tényépe.
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NYIRO IGENYBEVETEL

A miiszaki gyakorlatban sokszo&rdul, hogy egy — nem feltétlen rud alakl — tesdnely
metszeteén, ill. egy a test belsejében kijeldHetlletdarabjan kdzetiteg nyirasnak vehéta

pontok feszultségallapota.

Ezt a metszetet, ill. fellletdarabot a tovabbiakipgirt idomnak nevezzik, s az abrakon
recézett vonallal szemléltetjik. Altalaban akkonef§iik Ugy, hogy a test, ill. szerkezeti elem
igénybevétele nyirada a testet terhelerérendszer a testnek a nyirt idom altal elvalasztott
két (vagy tbbb) részét egymassal ellentétes irdpyagyekszik elcsusztatni. Ezen azt értjik,
hogy ha a terhelés elég nagy, fennall annak veszBbygy a nyirt idom mentén a test részei
egymashoz képest eltolodnak. A fentieket a 41. vibdgitja meg.

41/a. dbra: a ragasztott lapolt gerenda nyirt idtégkalap,
41/b. &bra: a szbgecs szaranak nyirt idoma korlap,

41/c. abra: a csapszeg fejének nyirt idoma hengéete

FESZULTSEG

A nyirt idomon a feszliltségek megoszlasat az eszitardsagtanban tébbnyire egyenletesnek
tekintjik, pontosabban feltételezziik, hogy a nigioim pontjaiban egyeélnagy fesziltségek
ébrednek, alldsuk azonos a nyitb@anyaval (illebleg az elegenil nagy terhelés esetén

bekovetke# elmozdulas iranyaval).

Ha a nyirt idom altal két részre osztott test egyacabjara hatdé ének a nyirt idommal

parhuzamos Osszetge T, s a nyirt idom dA terllétdarabjan a fesziltség, akkor
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egyensulyt feltételezve T - J'TdA:O, ahol a nyirt idom felszine. Egyenletes
(A)

feszlltségmegoszlast feltételezve tehat:

T
T=—.
A

MERETEZES

A nyirasra igénybe vett szerkezeti elem méreteitkal meghatarozni, hogy a nyirt
Idomon ébred 1 fesziltségek nagysaga ne haladja meg a nyiraggengedett

feszlltségét.

Ellensrzéskora nyirt idomon ébrddfesziltséget hasonlitjuk 6ssze a nyirdsra megeitiged

feszlltséggel. Teljesllnie kell az alabbi egydahségnek:

IN
-

max

> |+

Tervezés esetén a nyirt idom sziikséges felsziggtavayirt idom valamely méretét keressuk

a nyiroe6 és a megengedett feszilltség ismeretében. A saskbekisebb felszin:

A

sz

-
T,

SZEGECS ES CSAVARKAPCSOLATOK

A 42/a. abra szilardsagi szegecskotést szemléekllonbdd iranyd ebkkel terhelt
lemezdarabok egymashoz képest bekovétldmozdulasat egy szegecsvégein féelgomb
alakura kiképzett hengeres test — akadalyozza Awrdyen szegecskotések kialakitasanak és
a szegecskotések kialakitdsanak és a szegecskététenési modjanak részleteivel nem

foglalkozunk, csupan a szegecs (és csavarok) dgggetes igénybevételét beszeéljik meg.
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A szegecs tonkremenetelének egyik oka az elnyirtadet. Elnyirodott szegecset szemléltet
a 42/b. 4bra. A szegecs szaradnak darabjai a két idgim (egy-egy szelvény) mentén
eltolédnak. Aszerint, hogy hany szelvénye van aysee szaranak nyirasra igénybe véve,
beszélhetliink egyszer, kétszer, n-szer nyirt szegedda a szegecs anyaganak nyirasra
megengedett feszultsége,, és a szegecsatniel, akkor n-szer nyirt szegecs altal felvéhet

ern

Ez a szegecskotés nyirasra tofténeretezésenek alapja. A szegecseket azonban nemcsa
nyirdsra kell méretezni, mert szamolni kell egy ikagellemzs igénybevétellel, a
palastnyomé&sal is. Ez a szegecs szara és a szegecs altak@sszelt lemezek furata kdzott

felléps edhatas.
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A TERMESZETES FAANYAG NYIRO IGENYBEVETELE
A természetes fa rostiranyl nyirészilardsaga jakiakbb, mint a masik két anatdmiai

iranyban meérhét nyirészilardsdg és Iényegesen kisebb, mint a ngaildddsag:

T.= (01- 0250,.. Néhany tajékoztatd adat u=15% nedvességtartadené e

Tuleveliek: 5-10 N/mrh
Lagy lombos fak: 4,5-8 N/mim
Kézép kemény lombos fak: 8,5-16 N/mm

A nyirészilardsag kapcsolatat a kulonbdzefolyasold ténydikkel az aldbbiakban foglaljuk
0ssze.
T=T1(u): kapcsolat a nedvességtartalommal.

u-12

— T 12 A
T(u) =1, - , a képletben

én

u — nedvességtartalom,

1,,- a nyirészilardsag 12 % nedvességtartalomnal,

T.,- Nyiroszilardsag éhedves allapotban,

U, — az a nedvességtartalom, melynél a nyiroszilgrdzaritas kovetkeztében bekdvetkez
valtozasa észreveltetez a valamivel kisebb a rosttelitettségi pontkial,25%).

Megjegyezzik, hogy a fenti képlet szamos mechanikajdonsagnak a nedvességtartalomtol
flggo valtozasat leirja, ha helyébe a megfeléltulajdonsagot jekz valtozot irjuk be.

T=1(¢) : kapcsolat a nyirG8riranya és a rostirany altal bezart szég kozott(#) fuggveny

T.T,

kozeliBleg: (9)= T.sin"g+1,c08' ¢’

ahol =2,

és 1.,1,a=¢ =0 és ¢ =90°-hoz tartoz6 nyirdszilardsdg. A nyirészilardsdgpéestériiség
kozotti kapcsolat kozetiteg lineéris.
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5. Példa

A 43. abran lathatd a él hosszusagu kocka anyagara
e=2.16N/mn?, v = 025

Hatarozzuk meg a  kovetkéz mennyiségeket:

Y, €, ha
T=1000N/mn*.
Megoldas.
y=L, e=E1 161 _goooo N .
G 21+v 1+ 025 mnt
v=@, y=0,0125=04258'.
8000(

Felhasznalva, hogy igen kicsiny és AGnek AD-vel bezart szoge alig tér el °46l,

irhatjuk:

1
X ~1 yi
e=CC_avcosdS _ V2 Y _ (50605

AC alcoas 42 28 ———

6. Példa
Hatarozzuk meg a 44. abran vazolt szelemen gemamenalisan sziikségen d méretét, ha a

=10 cm, F=10000 N1, =2N/mnr.

7'7—" < >

44. abra
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Megoldas.

A szelemen gerenda végén déyvallak” elnyirodasanak veszélye &ll fenn, ha dmne
elegenden nagy. A nyiroér a ferde helyzétgerendakban ébréai6 vizszintes dsszetéje.

A vektorabra alapjan belathatd, hogy a nyi$6é@=F cos 30= 8666 N.
A nyirt idom minimalis terilete:

_ 8666

=—, d=433cm
1002 —_—

A =ad=—", d=——
al:m

7. Példa

Adott a 45. abran lathato Ureges tengely D mérfetengely
végein hat6 M csavaré nyomaték és, . Hatarozzu7k megah | , PO =
méret azon legkisebb értékét, mely a tengely abagisanak

megakadalyozasahoz sziikséges. 45.abra ;

= -
-

Megoldas.

Tulsdgosan kis h méret esetén az elnyirédas egymer@i, h magassagu henger palastja
mentén kdvetkezne be.

A nyirt idomon fellép fesziltségvektorok a henger alkotéira éhegesek. Az alsé

tengelydarab egyensulyabdl:

MCS:IdeAEZTmBIdA:TmBDﬂh, h= ZMES :
2 2 2 1,,DTt
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2.3. Sikidomok méasodrend nyomatékai

A MASODRENDU NYOMATEK FOGALMA

A hajlitott tartokban ébréd fesziiltségek vizsgalatat egy geometriai ismeretgggl, a
sikidomok masodreridnyomatékainak targyalasaval készitjuk.eA sikidomok elérendi
nyomatékaival kordbban (1.16 fejezetben) talalkaoiztmar.

Valamely sikidomnak egy (a sikidom sikjdban f&kwkoordinatarendszer x tengelyére
vonatkoz6 elérendi vagy sztatikai nyomatékahoz igy jutunk (46. abra):

- a sikidomot felosztjuldA |, AA,,...AA  terlleti részekre,

- a részekben felvesszik §zy.,,...y, ordinataju pontokat,

i=n
- képezzuk aZAAiyi 0sszeget, mikdzben - o és a felosztas
i=1

minden hataron tdl finomodik. Ez azt jelenti, hogy

mindegyik rész terlilete és atrjgrzérushoz tart. y4
Az ilyen modon nyert mennyiséget jeldli /,A;\/’"\;\
/ \/ N \» __\:
(A) —~

Nyilvanvald, hogy hasonl6 modon képezhetjik a

ZAAiyi2 mennyiséget is, a felosztas
i

finomodaséra hasonlé kikotéseket téve, mint az
imént. Ez a mennyiség a sikidomnak az x

tengelyrevonatkozémasodrend nyomatéka:

= [y’dA  (enf).
(A)

IX

Ehhez a nem negativ mennyiséghez matematika
hasonl6an értelmezzik a polaris és a deviac
nyomatékokat is.

Egy sikidomnak a sikjaban felvett (47. abra) O pon

vonatkoz6 polarisnasodrend nyomatéka: 47 .4bra
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I, =lim > DAR? = [R?dA (cn).
=1 (A)

(A felosztas minden hatéron tal finomkodo).
Valamely sikidomnak egy (a sikidom sikjaban fgkkoordinata rendszerre vonatkozo

deviaciosnyomatékgcentrifugalis nyomatéka):

ly = j xydA (cm).
(A)

Itt mar nem részletezziik, hogy mit takar %&xydA szimbolum, ajanlatos azonban
(A)

végiggondolni.
Megjegyezzik, hogy mig azéeb két mennyiség nem negativ, a deviaciés nyomatghtne

is lehet.

NYOMATEKOKRA VONATKOZO TETELEK

Tétel: ha az A, A,,...., A, terlleti részekBl allé sikidom részeinek masodréndyomatékai
valamely tengelyrei) I,,...,I,, akkor az egész sikidom masodrémyomatéka ugyanarra a
tengelyre:

=1+ + ...+ .

A tétel a masodrerid nyomaték definicidjanak kozvetlen kbévetkezményasahld tétel

érvenyes a polaris és deviacios masodrenwmatékokkal kapcsolatban is.

Tétel: ha egy sikidomnak valamely (sikjaban fékx,y derékszog koordinata rendszer (47.
abra) tengelyeire vonatkoz6 masodréngomatékay ly, az 0 kezélpontra vonatkozé polaris

méasodrent nyomatékad 2«
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Bizonyitas:
IO:IR%A:j(ﬁ+y5W¥ﬂ&%A+Iy%A=uu
(A) (A) A (A)

Tétel (STEINER-tétel): ha egy A teruletsikidom
sulypontjan athalado tetdeges ¢&tengelyre a f e 2
sikidom masodreridnyomateka J, a ¢ tengellyel |

parhuzamos, éte t tavolsagra l&v x tengelyre a L— >
sikidom masodreridnyomatékay, akkor 48.abra

— 2
l, =1 + AL

Bizonyitas: a 48. abra alapjan

u:jy%A:jm+nwA:jn%A+jmmA+ﬁmA.
(A) (A) (A) (A) (A)

A jobb oldal el$ tagja definicié szerint,l, a harmadik tacfA. A kozép$ tag zérus volta igy
lathato be:j 2ntdA =2t J'r]dA.
(A) (A)

Az jndA a sikidom sztatikai nyomatékaétengelyre. Mint tudjuk, sulyponti tengelyre a
(A)

sztatikai nyomaték zérus, igy a tétel igazolastinye

Tétel: ha x, y és¢, n derékszog koordinata-rendszerek megfélgéengelyei egyiranyuak s

az utébbi rendszer kedpontja egy A terulét sikidom sulypontja (49. abra), tovabba a
sulypont koordinatéai (x, y rendszerbenr) x
ys, akkor

Ly = IEn +AXYs-

A tétel bizonyitdsa hasonlé az Glebi

tételéhez.
49.abra
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Tétel: egy a sikidomnak valamely x,y koordinata-rendszerr
vonatkoz6 deviaciés nyomatéka zérus, ha legalabbegik
koordinata-tengely szimmetria-tengely.

Bizonyitas: legyen a sikidom szimmetria-tengelyeaply tengely
(50. abra). Ekkor a sikidom tetdeges x,y koordinataju eleméhez
taldlunk — a szimmetria miatt — egy X, y, koord&atelemet. A
O0sszegezés soran az ilyen parok deviacios nyonssE&ge
Zérus, s mivel az egész sikidom csupa ilyen patadbo

50.4abra [xydA=0.
(A)

Megemlitiink néhany tovabbi fogalmat és tényt e téir#l, a részletek malzésével.

A sikidom mésodrenid nyomatékai koziul kiléndsen fontosak azok, melyékypsonti
tengelyekre vonatkoznak.

Megmutathatd, hogy a tetdeges alaku sikidom esetében is mindig talalhagalébb ket
olyan x,y sulyponti tengely, melyek egymasra dlegesek és§=0.

Az ilyen tulajdonsagu tengelyek sailyponti fétengelyek a reajuk vonatkoz6 méasodréind

nyomatékok admasodrentl nyomatékok Jelolésik: 1l és b.

Megmutathatd, hogy ha I#1,, akkor az egyik ezt jeldljikidel — a lehetséges sulyponti
masodrend nyomatékok koézul a legnagyobb, a masik) (& legkisebb. Egy sikidom
szimmetria-tengelye egyben sulyponiiengely is. Olykor éinyds a tengelyre vonatkozé
méasodrendl nyomatékot a sikidom A terllete és egy tavolsdgyretének szorzataként
felirni: PL: 1, = AiZ,

Az iy tavolsdg neve:_inerciasugaiSzemléletes jelentést nem tulajdonitunk neki. A
leggyakrabban éfordulé sikidomok masodrefichyomatékai tablazatokban talalhatok.

8. Példa

Szamitsuk ki egy a, b métietéglalap masodrefichyomatékat a téglalap a oldalat tartalmazo6
X tengelyre (51. abra).

Megoldas:

Ha a téglalapot egyre finomodd négyzetekre osztjkkor azt talaljuk, hogy az y

koordinataju kicsiny négyzetek masodrémyomatékanak 6sszege 2 aydy.
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Az egész sikidomé

b 3 b
= 2 = y_ :ﬁ y 4 SN |
0 0 - = - +
TTIT ‘\“
= T
9. Példa Et
|
X
Szamitsuk ki egy téglalap deviacidos nyomatékataegy —
téglalap oldalait tartalmazo x,y koordinata- reretsz 51.abra
(52. abra). Y
47}
it !
Megoldas. CRE | ;
b e S\:l\—~ ST |
Az jxydA mennyiség ketis integralként tortéh o ke §i
(A) ———l
kiszamitasat elkerilhetjtk a  STEINER-tétel .
52.4bra
segitségeével. Az abran alkalmazott jel6lésekkel:
_ ab
w =g ¥5 580

2.4. Tiszta hajlitas

HAJLITO IGENYBEVETEL

A kovetked két targypontban hajlitasra igénybe vett egyeapgdlyi prizmatikus rudakkal
foglalkozunk. A rid valamely szelvényéenek igényliele hajlitas (tiszta hajlitas) ha a;}B
erdrendszer erdije epar, melynek sikja a rad tengelyével parhuzamosskiéidpen: a bal
oldali ebrendszer olyan éparral egyenéerték melynek nyomatékvektora a vizsgalt szelvény

sikjaval parhuzamos.
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A tovabbiakban feltesszik, hogy
- arudnak van (legalabb egy) szimmetriasikja,
-a rudat terhél egyensulyi girendszer a szimmetriasikbarikadik.

Az utobbi feltétel teljeslilése esetén egyerglitasol beszélunk. llyen igénybevétel

kozelivleg pl. ugy valbdsithatd meg, hogy egy elhanyagdltetlya rad végeire ellentétes
nyomatékvektora éparokat nfikddtetliink, mely nyomatékvektorok nérgesek a rad

szimmetriasikjara.

DEFORMACIO

Ha az ebbbiekben jellemzett rad, ill. ridszakasz fellletérmid tengelyvonalaval parhuzamos
vonalakat jelolink ki és ugyancsak kijeldljuk néhderesztmetszet hatarolé vonalat, akkor
egy a tart6 fellletére rajzolt deréksdadgnalhalézatot kapunk (53/a. abra).

A terhelés hatasara a rud
deformalédik, a radra rajzolt halozat
torzul (53/b. abra):

- a rudtengellyel parhuzamos

vonalak meggorbilnek, de Mh

meidlegesek maradnak a (

keresztiranyu vonalakra.

A% b.
—

Pontosabb mérések szerint a fenti - !
BERNOULLI és  NAVIER- 'f’/}”ﬁ] \ 4

it feltevések |' \ el )~

_ \

szarmazo eltevések nem teljeser e
helytallbak, de a reajuk el 53.4bra

kovetkeztetések a gyakorlat szamara kietégdintossagu képletekhez vezetnek.

A rad tengelyével parhuzamos vonalak — ,szélalkégy része meghosszabbodik, més része
megrovidul. Kijelolhet a rudban egy olyan semlegeéteg mely a rad megnyuld és

megrovidub szalait elvalasztja. A semleges réteg szalai hbséznem valtoztatjak.
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FESZULTSEG

A hajlitott rudszakasz tet§leges pontjaban fellépfesziltségallapotra a kérdéses pont kis
koérnyezetében elkilonitett elemi kocka deformalatas kdvetkeztethetiink. Vizsgaljuk meg
az 53. abran lathatd A és Bijekis kockat. Az a. és b. abra részletek 0sszexeattepjan
megéallapithatd, hogy a kis kockak deformélodasapszaogeket nem érinti, csupan a rud
tengelyével parhuzamos élek hosszabbodnak (A)railidilnek (B) meg. Megallapithato,
tehat, hogy a keresztmetszeteken nyirofesziltség élwred, csupan normal fesziltség. A
tiszta hajlitAsra igénybe vett rud keresztmetsaeteipontok feszlltségéllapota hazas, ill.
nyomas, a semleges rétegben felvett pontok feggjiitentesek.

A rud tetsdleges pontjan fell&pfesziltségeket pontosabban jellemezzik. Vegylinkge X,
y, z derékszdig koordinata-rendszert a 54. abra szerint Ugy, fegyy sik a rad szimmetria
sikja legyen, az xz sik pedig tartalmazza a rGdesgas rétegét.

~~?\\ H rsemlegesr.
e

/)
LS =
. >

Tétel ha a tiszta egyenes hajlitasra igénybevett rikdszax koordinataju szelvényében

54 abra

- a hajlitd nyomaték Mx),

- a z tengellyel parhuzamos sulyponti tengelyre elvény masodrend
nyomatéka,

- a szelvény vizsgalt pontjAnak mésodik koordin&agkkor
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M0,

z

0, (x,y) =

A képlet szerint az adott szelvényben linearisan valtozik s a z koordinatatol

fuggetlen. A tartd egészét tekintve azonban a fesxj nem csak y-nak, hanem x-nek is
flggvénye, hiszen M szelvényenként kulonbdzhet. A feszlltség a hajiiy@matékkal

egyenesen, a masodrénuyomatékkal forditva aranyos.

A tétel bizonyitasa.
El6szor lassuk be, hogy a meggorbilt semleges rétdajligli sugara a vizsgalt szelvényben

R, s az y koordinataju ponton athaladé ,szal” fgplahosszvaltozdsa (yakkor

£(y) :%.

Vegyunk egy olyan szeletet a radbol, melyet a \aitslf szelvény és egy velAd szoget

bezaro K’ szelvény hatarol. Ekkor egy y koordinatsgal fajlagos hosszvaltozasa:

e(y) :ATI _(R+ y)RAAq)q)_ RAG _

.
R

f |
A fenti segédtétel és a HOOKE-t6rvényt | l_v‘\
felhasznalva mar tehetiink egy megallapitast a : | [ -
feszlltségekre. Ha E a rud anyaganak _féﬂi_ |

rugalmassagi tényége, akkor: i g {d(
|
o,(y) = Ee(y) = E%. 55.4bra

A feszlltség tehat y-nak lineéaris fliggvénye,
megoszlasat a 56. abra szemlélteti. Ezutan \»—w

lassuk be, hogy a semlegesgely,vagyis a

keresztmetszet zérus fesziltisegontjainak ‘»W,LJ . ST
egyenese atmegy a keresztmetszet ‘l

sulypontjan!
56.4bra
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A rudnak a vizsgalt szelvényig terfedarabjara irjuk fel aZFiX =0 egyensulyi egyenletet!

[o,(»da=<[yda=0
(A) R(A)

(A kulso esk eoparral egyenértdlek, ezért az 6sszegezés soran kiesn&k)iA a szelvény
(A)

sztatikai nyomatéka a semleges tengelyre.
Mint tudjuk, egy sikidomnak csak a sulyponti telygéle zérus a sztatikai nyomatéka, ennél
fogva a semleges tengely a szelvény sulypontjaadhat és a geometriai és mechanikai

szimmetria miatt méteges a tartd szimmetria-sikjara.

Most mar megallapithatjuk, hogy a 54. abran fe#iteit koordinata-rendszer x tengelye
valojaban a rud tengelyével esik egybe, azaz aspétényeinek sulypontja az x tengelyre
esik. A szelvények semleges tengelye parhuzamrgsemellyel.

A két segédtétel alapjan a tétel igy lathatd bezelvénydl balra 1éw tartédarabra hatd

er6knek a semleges tengelyre felirt nyomatéka zérus:

E E
M, () = [ o(y)dAy =M, (x) == [ y’dA=M,(x)-=1,=0.
(A) R(A) R

Itt felhasznaltuk, hogyJ‘ y’dA a sikidom masodreiichyomatéka.
(A)

A fenti egyenletBl:

M, (x)
El,

z

1.
R

Mivel %=GhE—(y), kovetkezik, hogyo, (y) =M*I‘—(X)y.

y z
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KERESZTMETSZETI TENYED

Tobbnyire a hajlitasbol erédo,, fesziltség a legnagyobb abszolut eértéke erdekeliveket.

Ez a maximdlis fe4sziltség a szelvény azon pontjébeed, mely a semleges tengély
legtavolabb van. Ugyanis:

h( )|max|y|max !
s

!
1

o, (] max="

Egyszetibb jeloléssel:

max

M
o, :%e, ahol e azon pontnak a semleges

z

tengelybl mért tavolsaga, melyrg| a legnagyobb
57.4bra
(57. &bra).

Bevezetve az= =K, jeldlést,0, = a mennyiség és a szelvény keresztmetszeti
e max

z

tényedje. Ez csupan a keresztmetszet geometriai viszanyiéiggg. Novelése a maximalis

feszliltség csokkenését eredményezi. Nyilvan valdgyholyan szelvényeket célsher

alkalmazni, melyek minél kisebb terlilet — azaz agfglaasznalas — mellett, minél nagyobb

keresztmetszeti tényézbiztositanak.

Osszehasonlitasképpen kiszamitjuk néhany gyakrasznld szelvény esetében a

keresztmetszeti tényétz

4
Kor: 1, = R n' K, = R'm_R 1Ad ahol A a kor terulete, d az atragr.
4 4 4 8
3 2
Négyzet:l, :—a, K, —I—Z—E:EA
12 a 6 6
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Legyen a négyzet terilete azonos a korével, s htmsdn 0ssze a két keresztmetszeti

tényest!

2
a2=R2n=(gj T a:d—\/ﬁ,
2 2

_dvm

A négyzet keresztmetszeti tenygztehat: K, _EA =0147Ad.

A négyzet keresztmetszeti ténggz tehat nagyobb, mint a vele egyemérilet: kérlemezé,
mely éAd =0125Ad.

Szélseérték szamitassal megmutathatd, hogy egy hengei &adnkisl kivaghato, téglalap

keresztmetszét gerenddk kozul az a legnagyobb teherbirasu - degnagyobb

keresztmetszeti tény&fi — melynek keresztmetszetey/2 oldalaranyu.
MERETEZES

A tiszta hajlitasra igénybe vett radkeresztmetszagy kell kialakitani, hogy a szelvényen

ébred legnagyobb hajlitofesziiltséy,| _ ne haladja meg a hajlitasra megengedgit

max

feszlltséget.

megengedett feszlltséggel. Teljesulnie kell az alédpenbtlenségnek:

M
— V' max
Oax — <0,.

z

méretét keressiik a hajlitd nyomaték és a megengkedetiltség ismeretében. A sziikséges

keresztmetszeti tényéz
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A 58. abran vazolt tarté téglalap keresztmetsZagerenda, melynek anyagara E=10 000

N/mn?, o, =20 N/mnf, =1 000 N/m, {=2 m, b=5m.

58.abra

Meghatarozando:

a/ a tartd6 azon szakasza, melynek

elhanyagolhato),

b/ a keresztmetszet mindkét mérete,

igénybevételgtatihajlitds (a tartd oOnsulya

c/ a feszlltség a veszélyes keresztmetszet C,Dntapan (E a keresztmetszet fetgészének

k6zéppontja),

d/ a tarto rugalmas vonalanak R gorbuleti sugara,

el az AB tengelyszakasz k&zéppontjaadmozdulasa.

Megoldas.
a/ Az 59. abra szerint a sulytalannak
tekintett tart0 AB szakaszanak

igénybevétele tiszta hajlitas.

_alal? 3,
= ==a. ,
6 2 =

Az AB tartoszakasz mindegyik

K

keresztmetszete veszélyes szelvény.

— — '; — .
T [« - £
! . SN |
‘1 (2 {1
- e — e e—m e -

L4

59.4bra
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2 2
A maximalis nyomaték: M., =f I—é = 100025 =2000Nm.

sz=§33:M’ a:ng:#ZM, a=40,5 mm.
2 (o 3 o, 3 20

A valasztott keresztmetszet: 5 x 15 cm.

c/ A Kkijelolt keresztmetszeti pontokban ébfedesziltség szamitdsahoz szikséges a

masodrend nyomaték ismerete.

3 3
Gl % =140625 cm’,

M, (x) ,,_ ~2000000
| 14062500

z

0, (y) = y =-01422,

a feszlltség a harom pontban:

C:0, (75 =—-1066N/mnv,

D:0,(-75) =10,66 N/mn?,

E:0,(-375)=533N/mnr.

d/ Mint tudjuk, a tartd6 AB kozotti darabjanak tehg@nala kérivvé deforméalodik, mert ezen

a szakaszon pMallando. A gorbuleti sugar:

r-ElL _ 10000.1406,210
M, 2000000

, R=703m.
e/ Felhasznalva, hogy a tengely AB szakasza kodef@érmalddik, irhatjuk:

2 2
('Ezj +(R-3) =R?, amiks| ('52) =2R5-5°.

(1,720 _ 25°

Mivel & elhanyagolhat6,d = = :
2R 1406

0=444 mm
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2.5. Kozonséges (0sszetett) hajlitas

A FESZULTSEGEK SZAMITASA

Tiszta hajlitas gyakorlatilag nem fordul6ela veszélyes keresztmetszeteket &altalaban

egyidejileg hajlitd eépar és nyiroér terheli. llyenkor _kozdnségehajlitasol (0sszetett

hajlitas, nyirassal egyidehajlitas) beszeéllnk.
A keresztmetszetet terlehyird ety hatasara nyirofesziltségek Iépnek fel a kereszaagn,
s a dualitas értelmében a keresztmetszeti sikokréleges sikokon is.

= 3 _

o

Y
A .

A 60/a. abran lathato radrészlet K szelvényébeigémybevétel M hajlitd nyomaték és T
nyirée. A szelvény hatardn felvett elemi kockan (60/bragibszemléltettik a fellép
feszlltségeket. Bar e feszlltségek meghatarozasarédhegoszlasukrél kozelebbit egdyel
nem mondhatunk, az konnyen belathatd, hogy most eeggtengelyi, hanem sikbeli
feszlltségallapot uralkodik a keresztmetszet pioatfa Ebben az esetben viszont az elemi
kocka deformélodadsa nem olyan, mint a tiszta Bajliésetében (ahol a fesziltségallapot
egytengely). A lapszdgek megvaltoznak, az eredetileg sikdatneetszetek eltorzulnak, s igy
megsiinik az az alap, melyre a fesziltség-szamitast kardklapoztuk.

Kisérletekkel igazolhaté azonban, hogy olyan rudaktében, melyek hossza a szelvény-
magassag Otszorosénél nagyobb, a BERNOULLI-NAVIER-ffeltevések kdzonséges
hajlitds esetében is elfogadhatok, kdvetkezésképpenfesziiltségek szamitdsa ugyanugy

torténhet, mint tiszta hajlitas esetén, az az:
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A T FESZULTSEGEK SZAMITASA

A rud keresztmetszetein fell@p feszlltségek szamitasanal durva hibara vezetree nlyiras

targyalasa soran elfogadott egysaét feltevéseket minden tovabbi nélkil alkalmaznank.

Most is feltesszik ugyan, hogy a nyiréfesziltségakya egyezik a nyiroériranyaval, de a

feszlltségek nagysagat nemracx képlettel szamoljuk. A nyirofesziltségek megoszlas

ugyanis nem egyenletes. Ha egyenletes volna, akkduwalitas értelmében a tarté hatarold
fellletének olyan helyén, mint a 61. abra P porsfantén ébredne fesziltség. Ez nyilvan

nem lehetséges, hiszen a tarté hatarol6 felllstiflségmentes.

Tétel: Ha a szimmetriasikjaban terhelt rad valamely x
koordinataju szelvényében a nyirddi(x), a sulyponti z

{' Con ‘ koordinata-tengelyre a rad szelvényének masodrend
\ 3 ’,-’ nyomatéka J a szelvény y koordinatdju pontjai altal

\&_‘ 9 alkotott szakasz (61. abra) hossza b(y), az einlite
szakasz ,alatti” szelvény-rész sztatikai nyomatékaz

i tengelyre gy), akkor a szelvény vy koordinataju

pontjaiban ébratinyiréfesziltség:

61.4bra

r(xy) = TS0

1,b(y)
A képlet jelbléseinek megértése vegett gondoljuky,nmegy T altalaban figgvénye x-nek, a
masodrend nyomaték pedig allando., ®s k csak y-tol fugghet (b allandé is lehet).aS
keresztmetszet azon részének sztatikai nyomatéledy m k hosszUsagu szakasznak a
sulyponttal ellentétes oldalan van.

A tétel bizonyitasa.
Kilonitsiik el gondolatban a rid x és x+dx koordinaszelvényei altal hatarolt darabjat (62.

abra). Legyen e két szelvényben a hajlité nyombtéds M+dM (a levezetés soran a hajlité
nyomatékra utalé h indexet kivételesen elhagyjuk).



60

Y |
()

L |
A

Vizsgaljuk meg a rad-szelet azon darabjanak egygdisimelyet az abran mindkét nézetben
vastagabb vonallal tuntettink fel. A testre a radalyel parhuzamosan hatodékr a
kovetkesk:

- a homloklapokon, a hajlité fesziltségékbzarmazo

N = j odA és N +dN = j odA ersk,
(A) (A)

ahol

cj.:|v|(x)|+ouv|

z

y (A homloklapok tertilete)

- a tengellyel parhuzamos hatéarol6 lapon fellép

7(y) b(y) dx er.

A 1(y) fesziltségil feltessziik, hogy a dx hosszon nem valtozik,ném fliggvénye z-nek.

Az x iranyu komponens-egyenlet:

SF = ydA—r(y)b(y)dx+(?”+dle [yda=o.
(A)

z (A) z z
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Rendezve: 7(y)b(y)dx = dIM J. ydA ahol jydA a homloklap g$sztatikai nyomatéka,

z (A (A

mely fliggvénye y-nak.

_dM S(y) o . dM _ _T(S,(y)
r(y) = ™ Izb(y)’s mivel ™ T(x), 1(y) | b(y)
MEGJEGYZES

1. A képlet levezetése soran alkalmazott
feltevések nem teljesen jogosultak, ezeért i
kapott fliggvény nem pontosan irja le a
feszlltség valtozasat. | _
Téglalap keresztmetszet esetén keskeny ¢ o= —
magas szelvényekre j6 eredményt ad

képlet, széles és alacsony szelvények esett X
helyesbitésre van székseég. EF

63.4bra
2. Mivel a nyiréfesziltség @kelének fizikai
jelentést nem tulajdonitunk, a képlet
alkalmazasanal csupan a benne szérepl

valtozok absz. értékével szamolunk.

3. A hajlitasnal fellép nyirofesziiltségek jelenléte érzékethet tehed kovetkedképpen: két
egyenb b magassagu, téglalap szelvéngerendat egymasra helyezve (63/a. abra) és
megterhelve azt talaljuk, hogy a deformaldd6 gea&ritintkes lapjai egymason elcsusznak
(63/b. abra). Egy azonos hosszusagu 2b magasshgir tjerenda esetén a rétegek ilyen

elcsuszasa a fellémyirdfesziltségek miatt nem kovetkezik be (63bcai

Az utobbi tarté joval teherbirébb az egymasra heytekét gerendanal.
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A HAJLITOTT RUDBAN EBRED) FESZULTSEGEK ATTEKINTESE

A hajlitott radban ébreil A 1fesziltségek szamitasara levezetett képlet nenzem|életes

képet a feszlltségek megoszlasardl. Hogy a fegg@ksalakulasat tisztan lassuk — legalabb

téglalap keresztmetszeerendak esetében — irjuk fekaEt  fpggvényt adott a, b méret

téglalap-szelvényt és T nyirderfeltételezve
(64. abra).

A képletben szerefilgeometriai jellemék:

| > - a telies szelvény masodrdénd
|

ab’

nyomatéka:l, =—,

‘s - S,(y), vagyis az abra vonalkazott
' 64 4bra részének sztatikai nyomatéka:

b
STy 2
_ _2 ab _a[b 2
S (ya)=y.A= —=y|==|—-Yy°|
, (Va) = Y > 5 YJ 2(4 YJ

- b(y) =a.

2
Ebd
A t(y) fuggvény tehat:  1(y)= 7
a
12

_ 6T bz_ 2
T(y)_ab3(4 y ]

A fesziltségek tehat parabolikus megoszlasus

ebben az esetben. A fesziltség-megoszlast a ¢ E L . :;i l; : : :)

abran kétféleképp is szemléltettiik. Az abra jobl :3: E_ — {f “ ! ‘ ‘h

oldali nézete a K szelvényen feli&p 1 ;’f‘) F ; Pt .

fesziltségeket abrazolja. A megoszlast azonbe = = = " t14]
K
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jobban szemlélteti, ha a tengellyel parhuzamosgedigen a dualitdas mellett ébéed

feszlltségeket tintetjik fel (bal oldali nézet).
A legnagyobb nyiréfesziiltség a szelvény kbzepéadlartéke:

2
Toax = 1(0) :6—T3b—=§l.
at® 4 2A

A maximalis feszlltség tehét aA— atlagértéek masfélszerese. Alacsony, széles t@glala

szelvények esetén a maximalis feszlltség a 64.jélbtaseit hasznalva igy médosithato:

Trox = Bgl , ahol
2A

a/b 0,5 1 2 4

B 1,033 1,126 1,396 1,988

Felhivjuk a figyelmet arra, hogy mas szelvény-akaksetében mas fesziltség-megoszlas

érvényes.

Hogy a legegyszébb terhelési esetekben milyen fesziltségek lépeéledy kéttdmasza,
téglalap szelvény gerenddban, azt a 66. abra szemlélteti. A szinematiatt csupan fél

tartddarabon abrazoltuk a viszonyokat.
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66.abra

Az abra mindkét esetben feltlinteti az igénybevieetjevalamint ao, (x,y) és a 1(X, y)

flggvények grafikonjait, ez utébbiakat magan a

tarton (néhany szelvényre vonatkozélag).

; A o0 és 1 feszultségek aranyat az abrak nem

s tkrozik.
i ‘ A koOzoOnséges hajlitasra igénybe vett radban
5743“;"'"—"‘?"-— — felleps fesziltségek megoszlasarél tovabbi

felvilagositast  nydjtanak  a _ fesziltségi
trajektoriak.

Ez egy olyan gorbesereg, melynek gorbé&ifadziltségek allsat jeldlik ki: a tart6 teteges
pontjaban a dfesziltség-vektor a kérdéses ponton athaladé téajaekérintjébe esik (67.
abra).

67.4bra

Az &bra egy kéttdmaszu tartéfdsziltséd trajektoriait szemlélteti. A folytonos vonalak a

haz6 fesziltségi, a szaggatott vonalak a nyomo Ufessgi trajektériak. Hasonldéan
ertelmezheik a 16 nyiréfesziltségi trtajektoriak is.
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HAJLITOTT TARTOK KIALAKITASA

A hajlitott tart6 megtervezése a tart6 anyaganak)vényalakjanak megvalasztasat és a

keresztmetszeti méretek meghatarozasat jelenti.

A hajlitott tartok anyagarendszerint acél, fa, acélbeton.
lgen gazdasagos a kereskedelemben kaphatd, szabitattyidomacélk alkalmazasa. Ezek

minden adata tablazatokban talalhato. A

[ - N leggyakrabban alkalmazott profilokat a
) , S L
; ' '; 68. abra szemlélteti. Megnevezésik a
i E _E jellemzs meret (h, ill. a, v) és a
' . r Lg. S

. szabvanyszam megadasaval torténik.

68.4bra A fabdl készult tartdbk szegezéssel,
csavarozassal és ragasztassal készulnek.

Néhany gyakrabbandbrduld tartd-keresztmetszetet mutat be a 69. abra.

Magyarazat a 69. abrahoz:

egyszeii gerendatarto,
ragasztott lamellas tarté
ragasztott magas gerinéatarto

ragasztott szekrénytarto

® o0 T p

0sszetett szelvéiyekelt gerendatartd.
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Az acélbetonbdl készilt tartok az acél nagy hutésisagat s a beton nagy
nyomoszilardsagat hasznaljak ki. A két anyag edgesi kozel azonosotagulasi
egyltthatojuk teszi leh&té. a hajlitdsra igénybe veti

acélbeton tartéban a hazo fesziltségeket az asei fed g
(70. &abra).

9\01@0
I

A hajlitott tartok szelvényalakjanak megvalasztasar célbetetek

altalaban azt mondhatjuk: olyan szelvényt kell sAlani, 70.4bra
mely
- lehetleg szimmetrikus,

- alakja igazodik a feszlltségek megoszlasahoz.

Az utobbi kdvetelménynek olyan szelvények felelme&g, melyeknek teruletiikh6z
képest nagy a keresztmetszeti téidyilz. Masképpen: a szelvény legnagyobb része a
semleges tengelytt tavol helyezkedik el. Az ilyen szelvények afesziltségek
eloszlasa szempontjabol keddek. Tekintettel kell lenni azonban =& feszlltségek
eloszlaséra is, melyek tébbnyire a semleges réteghaximdlisak. Az I-alaku
idomaceél profilja mindkét kévetelménynek elegetzteAz Gsszetett szelvények (pl.
69/c, d abra) is tobbé-kevésbé e kdvetelményelesdnek eleget.

A szelvényméretek meghatarozasaismerni kell a tonkremenetel szempontjabél

legveszélyesebb szelvénytétsa szelvény azon pontjat, amelyhez a legnagyobb
feszlltség tartozik. Lattuk, hogy a kézonségesithajla igénybe vett szelvény szgéls
szalaiban aoc fesziltségek maximalisak, a fesziltségek értéke pedig zérus,

valamint, hogy a semleges rétegben a helyzet éjopeitott.

Ha még figyelembe vessziik, hogy a maximalis feszliltségek rendesen jéval
nagyobbak, mint a legnagyobb nyiréfesziltségekprakkfogadhatd az az allaspont,
hogy a szelvényméretek meghatarozasanal a maximafssziltségekéil indulunk
Ki.

megengedett fesziltséggel. Teljesulnie kell aztaléhgyenbtlenségeknek:
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max

S, = a semleges tengelyre vonatkozé sztatikai nydmgted-nal., amennyiben a
semleges rétegben ébred a legnagyobb nyiréfesziiltsé

b = a szelvény szélessége y=0-nal.

méretét keressik a hajlitd nyomaték és a megerigéatilltség ismeretében. A

szikséges keresztmetszeti tériyez

Az igy megvalasztott keresztmetszetet még éfleni kell nyiras szempontjabal.

A TERMESZETES FAANYAG HAJLITO IGENYBEVETELE

A hajlitas targyalasa soran feltettiik, hogy a
hajlitasra igénybevett rad anyaga koveti a
i HOOKE-t6rvényt, s a fajlagos hosszvaltozas
!_;’j nem flgg attdél, hogy huzo- vagy
/ : nyomoéfeszilltség idézi-edelA 71. abrardl
T/ 7 azonban leolvashat0, hogy a természetes
;

faanyag nyomofesziltségek hatasara

C Ve 7 - .
_ - erdsebben deformalodik, mint
s ¥ hazéfesziltségek hatasara és

nyomészilérdségéan) kisebb, mint

iz o
huzészilardsagio, ): —2=2.
o

71.4bra
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y képlet a természetes faanyaghol

E tények kovetkezménye, hogya (x) = MT(X)

z
készilt rudakban ébréd hajlitofesziltségeket pontatlanul irja le: a vabss
hazofesziiltség a szamitottnal nagyobb, a nyomadtissgi kisebb. A 72. abra a
képlettel szamitott, s a valésagos feszlltségaiuflsat szemlélteti. Ugyanezen tény
mutatjia be mas moddon a 73. &bra: egy téglalap &xgivgerenda valamely
szelvényebenM (M (M, hajlit6 nyomaték hatasara harom kulonbdesziltseg-
megoszlas keletkezik. Az anyag
Oy tonkremenetele a nyomott  oldalon
- kezdbdik. Ha a nyomott oldalon

0, =0g_bekovetkezik, a tovabbiakban

lényeges feszlltségnovekedés mar nem

jelentkezik, a feszlltség csak a huzott

oldalon novekedhet.

Megfigyelhet az abran a semleges szal
72.4bra . , . .
eltolédasa a huzott oldal felé. A szakadas

torés a hazott oldalon lép febstOr.

Ha egy téglalap szelvéty kéttdmaszu
fagerendat koncentralt @rel terhelink (a

gerenda koOzepén) s az 6ernagysagat

HERYRERL

valtoztatjuk, azt taldljuk, hogy a

s — = tonkremenetel modja (térés, nyirédas) az
anyag szilardsagano(, t;) kival a A :B
73.4bra aranynak is fuggvénye, ahol | a tdmaszkéz, b

a szelvény magassaga. E tény belatasa végett hmiairmeg, hogy a tartd6 anyaganak

o, hajlité szilardsagahoz és a valtokéhoz milyen maximalis F terhelés tartozik!

M, I ap’ _ 3l _3F
0,=0g=— """ Mmax Py Os =57~ 5n
K 2 6 2ak 2A

(A: szelvény terlilet).

_F
2
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Az F = F(\) fuggveny: Fzé—':‘oB.

Ezen e$ hatasara a kdzépszelvényben ébrédnaximalis feszultség, = o,, a tartd

ezen a helyen megy ténkre, feltéve, hagypem tulsagosan kicsiny.

Hatarozzuk most meg a terbedét gy, hogy a (tarté semleges rétegében) maximalis

nyirofeszultség eppery legyen!

A maximalis terhdl erére nyert két fliggvényt dbrazolva (74/a. abra) aguk, hogy

)\D=;—B alatt a maximalis terhélero: F=%TB, s a tonkremenetel elnyirédas miatt
TB

L et 2A . .
fenyeget.\” felett a maximalis terhéles F :508, a veszélyes szelvény a gerenda

kozép$ szelvénye, a tonkremenetel szempontjabdfasziltségek veszélyesek.

A 74/b. abra a maximalis terléelersk esetén fellép o, €s T, ertékeket

max

szemlélteti.

74 .4bra

Megjegyezzuk, hogy a 0., =0, (A Juggvény tapasztalati iton nyert grafikonja

kozelitleg a 74/b. abra pont-vonallal rajzolt gorbéje.
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11. Példa
Szamitsuk ki a 10. példaban szeédgplrtoban ébredmax. nyiro-fesziltséget.

A maximalis nyiréef a tamaszoknal lép fel, a maximdlis nyiréfesziiltpégig a
szelvény semleges tengelyének pontjaiban. A fes@giltszamitdsahoz szikséges
adatok:

T =fl, =10002= 2000 N,

2
Sy) = aDLEa%a = %503 =140625mm°,

_ a(®)* _ 2750°

I
‘ 12 12

=14062500mm*,  b(y)= 50 mm,

_ 20000140625

L — Tmax:0’4N mm’.
14062500050

2.6. Hajlitott tartok deformaciodja

A RUGALMAS VONAL DIFFERENCIALEGYENLETE

A rud alaku tarto tengelye a tartéra hatékehatasara deformalodik. Mivel altalaban
sikban terhelt tartékkal foglalkozunk, mondhatjukogy a tartd6 deformalddott
tengelyvonala — a rugalmasnal— sikgorbe.

Célunk most az, hogy a tarté6 anyaganak, méretasek terhelésének az ismeretében

maédot taldljunk a rugalmas vonal egyenleténeké&séra.
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Bizonyos kapcsolatot a terhelés és a rugalmas \gemhetriaja k6zott mar ismerink:
a 2.4. pontban lattuk, hogy a rugalmas vonal valgrpentjaban a gorbulet és a
kérdéses pontban érvényes hajlitd nyomaték koadpasolat

M, (X)
El, |

il
R

Ezt a tudasunkat kapcsoljuk 6ssze, a matematiksikgbrbék gorbulleti viszonyaira
vonatkozolag tanult alabbi tényekkel:

- a differencialhaté y= f(x)

Yt~ ot Nsimuldker egyenlel sikgorbe
/ \\ gOrbulete:
R 4
i | A
\ // 9’=f(X/
\ \ //; 1 _ y”

N N // I B 3
I o \ I R 2
Ll (+y?)?
| Lw‘—«-ﬁi‘“w_,, v - a gorblet djelét akkor
60 . g<0

vesszuk pozitivnek, ha az y

75.4bra tengellyel szembenézve a
kérdéses pontban a gorbe
konkav (75. abra).

A koordinata rendszert a szokdsos modon felvéve §va) azt mondjuk, hogy y
geometriai jelentése: a rugalmas vonal éjartek irdnytangense. Mivel rud alaku
tartok tengelyvonala a terhelés hatasara csak kgeéssé deformaldédhat, 3y ennek

négyzete elhanyagolhatd. A gorbilet szamitasalgapadifferencialegyenlet tehat jo

kozelitéssel igy irhato:

;Ull—‘
1
<
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A gorbulet mechanikai adatokkal kifejezve_a rugamanal differencialegyenlet

kapjuk:

A képlet jobb oldalan szerdplnegativ &jel magyarazata: koordinata-rendszertink
megvalasztasa és a hajlitd nyomaték értelmezégeiiolpozitiv hajlitd nyomaték
esetén negativ gorbutetrugalmas vonal alakulna ki (47. abra), a képldiate
eléjelhibaval adna a gorbuletet. Hogy ezt a hibat rélligk M, -t negativ gljellel

vesszik.
A RUGALMAS VONAL DIFFERENCIALEGYENLETENEK ALKALMAZA SA

Eredeti célunkat — vagyis a rugalmas vonalat Iéiiggvény meghatarozasat — az

yr = %’*(X) differencialegyenlet egymast kogekét integralasaval érhetjuk el.

Az el integraldas utan

\ﬁ megkapjuk az y =y (X)

NI XA
@ 77

= ' vonal X koordinataju

fuggvényt, mely a rugalmas

pontjdhoz huazott ériit ¢

irAnyszogének tangensét, ill.
76.4bra j0 kozelitéssel az iranyszogét

adja meg. Ez egyben az x
koordinataju szelvény elfordulasi szége is (76agbr

A masodik integralas mar magat a rugalmas vonatmgtét szolgaltatja.
Figyelembe kell venni, hogy a riad kilonlbozszakaszaira esetleg kilon

differencialegyenletek érvényesek, valamint azgjyhaz integralas eredményeképpen
nyert fuggvényre bizonyos feltételeknek kell tdlijlpsiik. Ez utobbi kijelentés egy
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példan érthét meg. irjuk fel a 77. abran lathatd konzoltart6 alagas vonalanak
differencial egyenletét, a rugalmas vonal egyetlet® jobb oldali végpont
elmozdulasat és a végkeresztmetszet elfordulasdsrtd Iényeges adatai: |, E, I. A
terhelés F koncentralt @rA rugalmas vonal differencialegyenletéhez sziksiy a
hajlitd nyomaték fuggvenyre: Nk) = -F(I-x). Ez a teljes tartbhosszon érvényes. A

differencialegyenlet tehat:

:M_ O<x<l.
E I
Az els integrélas eredménye:
7
Z
F x? "é
r=—| | —-—[+C,.
y E I ( X 2 j 1 A
A C; &lland6t abbdl a feltétetb y §:
e — 7 ’ Yy
nyerjiuk, hogy x =0-nal y0, mert 77 4bra

a rugalmas vonal éribje

vizszintes.

A feltétellsl kovetkezik, hogy =0, tehat

y = 6(x) = %(Ix —X?j .

e . . F(Ix* x®
A mésodik integralas eredmenyﬁ.—a TN +C,.

A C, allandét abbdl a feltétedb nyerjik, hogy x = 0-nal x = 0, mert a tengely 0=
koordinatdju pontja nem mozdul el. E feltétdlikovetkezi8k, hogy € = 0. A

rugalmas vonal egyenlete tehat:
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Fx?
6E |

y(x)=——=Bl-x).

P2 si-n, yy=2F

A jobb oldali tartévégpont elmozdulagél) = )
J ap s4l) 6E | 3E|

Itt jegyezzik meg, hogy a rugalmas vonal pontjainakiranyd elmozdulasait
elhanyagoljuk. A jobb oldali tartovég szelvényémrdfiordulasa:

¢(I)=i(lz—'—], o(y=—

El 2 2E |

A gyakorlatilag legfontosabb esetekre a rugalmasalvoegyenlete, a jelleniz
deformacios adatok — lehajlasok, elfordulasi szogetdblazatokban rendelkezésre

allnak.

A rugalmas vonal differencial egyenletének linemdbol kovetkezik, hogy érvényes a
szuperpozicié torvénye, azaz egy tobbféle terhéléeghido errendszer hatasara
kialakul6 rugalmas vonal egyenlete az egyes teskklélapjan szamithat6 fliggvények
0sszegzeésével szamithatd. Hasonlo allitas érvéngedgelforduldsok szamitasara is.

A NYIRORER) HATASA A DEFORMACIORA.

A fentieksl Ugy tinhet, hogy a rugalmas vonal alakjat a tartd rugssagi
tényedjén és a keresztmetszet masodtengomatékan kiviul csak a hajlité nyomaték
szabja meg. Valojaban a nyiréeek is van hatasa a deformalddasra. Allitasunk
részletes igazolasa az ajanlott szakirodalombaithth, e helyen csak érzékeltetni
kivanjuk a nyir6ef deformalé hatasat.

A 78/a. abra egyenletesen megoszlo terhelés kdtéthen deformalodott fagerendat
szemléltet — éisen torzitva. Csupan a keresztmetszetekben &bwedesziltségek
hatdsara — mint lattuk — a szelvények sikok marsaés a gerenda deformalodott
alakjat a szaggatott vonallal rajzolt abrarészletaima.
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A nyiréfeszlltségek hatasara azonban a szomszédeb/ésyek elcsusznak
egymashoz képesty,,Y,,..y, szoggel (78/b. abra). E nyiras okozta deformalddas

hatdséara a tarté a folytonos vonallal rajzolt alakt.

78.4bra

A fenti, a jelenséget éppen csak érzék&ltehagyarazat finomitdsa végett

megemlitjuk, hogy egy-egy szelvényberaz y koordinata fuggvenys(y) = % A

1(y) fuggvényt téglalap szelvényre korabban (2.5) kisréttuk, melyet mostr (y)

képletbe téve:

_6T(x) b_z_ 2
y(y)_—Gatf' (4 y ]

Egy szelvényben integralva az elemiszogeket (78/c. abra) és osztva a tartd

magassagaval, ayazg atlagértéket kapjuk. A képletb lathatd, hogy a

deformalédas a nyiréével aranyos. A nyirds okozta deformal6das altalabem
jelents, a kivételek kdzé tartoznak azonban a fabol kesaiiok. Ezeknél a nyiras

okozta deformaldédas mar jelentékeny lehet.
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FAGERENDAK LEHAJLASANAK SZAMITASA

Fabol készilt kéttdmaszu tartok esetén a lehajlagimalis értéke a kovetkéz

képlettel szamithato:

A képletben F, |, E, | jelentése nyilvanvalo,
ki: a terhelésmaodtdl és a tartd tipusatol tugmnyes,

ko: az elmozdulo pont helyzetéfiiggs tényed,

A': téglalap keresztmetszet ese%ab,

Kor keresztmetszet eset%%mz.

A ki, ko tényedk az alabbi tablazatbdl veloét

Terhelés A tartdo megfogasa 1 K Ko
Egyenletesen megoszIl6 tamasztas 5/384 1/8
Kbdzépen koncentralt tamasztas 1/48 1/4
Szabad végén koncentralt egy végen befogott 1/3 1

12. Példa

Ellenérizziik a 10. példaban szerépartdo deformaciojara vonatkozo szamitasunkat!

A Bl | . .
y »x Irjuk fel az AB szakaszon (79. abra) a

rugalmas vonal differencial egyenletét a

; 10. példa adatait felhasznalva:

79.4bra
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__M,(x)_ 2000000 _ 2
El, 100000140625010° 140625

Integrélas:y’ =

x+C,.
120625

2
0625

x=2,5m-nél ¥0, tehab= 1 2500+ C;, C;=-0,03555 .

Ujabb integréalas:

2 X2
X 003555 +C,.
140625 2

y:

X=0-nal y=0, kovetkeddeg G=0.

2

- 0,03555.
140625

A rugalmas vonal egyenletg:=

A tarto k6zepének elmozdulésa:

Vx=2500_= - 44,4 mm abszolut értéke azonos a 10. példaban szamiéstékkel.

13. Példa
Valamely F sulyu terhet két, egymassal derékszbgeéro, kéttdmaszu tarté hordoz.

A teher és a tartok elrendezését az 80. abra sltemléA tartok anyaganak

rugalmassagi tényép E, keresztmetszeteik masodrémyomatéekadl ill. 1, .

Hatarozzuk meg a két tarté k6zos behajlasat.



78

- - - %
N
b
{y .
(88
80. abra

Megoldas.
Az 80/b. abra szemlélteti azHosszUsagu gerenda kozepéikaus eroket: F és N. Ez
utobbi az als6 gerenda éltal a &eks gyakorolt ef. Egy | tamaszkdg, kozépen Q

QP

erével terhelt tartd behajlasy.=
48E

5 Példankban a felsgerenda behajlasa tehat

_F-N)i
48El,

Az als6 gerenda ugyanekkora értékkel hajlik belefarmacio:

y= NI3
48El, "

A két deformacio egyetségéldl N kikliszobolésével:

__F 15
A8E I, I3 +1,13°




79

2.7. Csavaras

CSAVARO IGENYBEVETEL

Ebben a targypontbarsként kor és korgyrti keresztmetszét Egyenes tengely
rudakkal foglalkozunk. Egy ilyen rad valamely szslyében az igénybevétel
csavards ha a bal oldali érendszer olyan éparral egyenértdk melynek sikja
merleges a rud tengelyére. Mas szoéval: a bal old&lreadszer éipar, melynek

nyomaték vektora a rud tengelyével parhuzamos.

DEFORMACIO

A csavarasra igénybe vett radban éBrizbsziltségek meghatarozasa végett vizsgaljuk
meg egy olyan rudszakasz deformaldédaséat, melyneeniszelvényében Jyicsavard
nyomaték az igénybevétel (81. abra). Ha a defordd@@btt kijel6llink a rud hatarolo
felliletén egy alkotokbol és parallel-kor@kballo derékszog haldzatot, akkor a

deformalédas utan azt talaljuk, hogy

o i o }f - a henger alkotoi csavar-

vonalakka deformaldédnak,

a - a parallel-k6rok tovabbra is —

M| e o e azonos sugara —  korok

- e L maradnak, sikjaik métegesek a

b. henger tengelyére és egymastdl

T . . . .
/ //r,] meért tavolsdguk valtozatlan

] marad.
81.4bra
A fentiek mas szavakkal kifejezve azt
jelentik, hogy a keresztmetszetek egymashoz képHstdulnak. Feltételezzik, hogy a
keresztmetszetek mindegyike merev lemezként foetlulehat a kérsugarak deforméalédasa

utan is egyenes szakaszok maradnak.
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FESZULTSEG

A fentiekben jellemzett deformacio kdvetkeztében elyan — kicsiny él hosszlusagu —
hasab, melyet a hengétikét parallel-kor sikja, valamint a tengelyen athés azzal
parhuzamos sikok hatdrolnak (a 81. &bran sraffpz\a) kovetkeéképpen
deformalédik: az él hosszak valtozatlanok maradraakhasab két hatarolé lapja
egymashoz képest elcsuszik. A deformalédast az . 8dhra szemlélteti, az
alakvaltozast ésen tulozva. A hasab ilyen alakvaltozasaval 1.5,-betve 2.2.-ben
taldlkoztunk, s tudjuk, hogy ilyen esetben az eldrasabban kijel6lt pontban a
feszlltségallapot tiszta nyiras. A deformalédasidéls fesziltségek, melyek iranyat

az 81/c. abran lathatjuk.

Tétel: a csavarasra igénybe vett kor (kdigy keresztmetszétridnak a tengelyére
merleges metszete valamely pontjaban fdllép fesziltség vektora méeges a

ponthoz tartozé sugérra.

Ha — a csavar6 nyomaték nagysaga M |
— a keresztmetszetnek a kozéppontjara b o
vonatkoz6 polaris méasodreind | =
nyomatékay,
— a pontnak a kdzépponttdl mért tavolsaga r,
akkor a vizsgalt pontban ébkedt

feszlltség nagysaga:

T(r):%r.

p

A feszlltség vektora a keresztmetszet sikjabarzileks a dualitds értelmében
ugyanakkora feszultség ébred a széban forg6- pdaiitoar a keresztmetszeti sikra
merbleges sikon is (82. abra).

A képletl®l kiolvashaté, hogy a feszlltség aranyos a kérdggesiak a rad

tengelyébl mért tavolsagaval.
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Bizonyitas

Vizsgaljuk meg részletesebben az imént latott kicsiasdb deforméalédasat. A 82.
abra a rud egy olyan szeletét mutatja — deform&éladan — melynek két hatarold

parallelkére egymastol dx tavolsagra van.

Az abra jelolései alapjan a hasab alakvaltozalétjeb y szog és a keresztmetszetek

a dp elcsavarodasi szdge kozott a kapcsolat:

ydx = Rdj, y=R@.
dx

A radnak a tengelyével parhuzamos egyenesei csavalakka deformalédnak, ennek

kovetkeztében a sz6g egy-egy alkot6 mentén allandé. Ha a csavarthnssza | a

végkeresztmetszetek elfordulasa egymashoz képeskkory igy is szamithato:

A y szdg és a feszlltség kozotti kapcsolat a rad anyaganak agifd rugalmassagi

tényedjének ismeretében a kdvetkez
T =Gy=GRd¢ GRQ.

ax o

A feszlltségvektor méleges a sugar iranyu hasab-élekre. Ha a tertgelydvolsagra

lévé pontban vizsgaldédunk (83. abra), akkor hasonléataégokkal:

= Gr? = constLt.

Mint lathato, at feszultség lineéris fuggvénye a tengélyiért r tavolsagnak. A
feszlltség megoszlasat az 84. abra szemlélteti segyar mentén. A felhasznalt
geometriai, fizikai 6sszefliggések utan még egytikaieegyenletre van szikségunk,
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hogy a fenti képletben szeréphllanddt tisztazzuk. Evédb irjuk fel a vizsgalt
szelvénydl egy oldalra e ek nyomatékat a rad tengelyére!
A rudnak a szelvény altal hatarolt egyik részére hd.s €s a keresztmetszet felllet-

elemeint(r)dA .Ha a keresztmetszet terlilete A, akkor a tengaz@enitott nyomaték

0sszege:
M~ | c®mAm=0
|
/,//‘““‘ e
G’JD\ /’\\-ﬁ / )
83.abra 84.abra
M= [redA 80 10, =Mey ¢ ciR) = MR
I I r I I
Iy . s M - .
Ha bevezetjuk &, = E” jelolest, 1., = KCS [K, a polariskeresztmetszetenye?.

p

A fenti levezetéstl a végkeresztmetszetek egymashoz viszonyitottcklfasa:
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A CSAVART RUDBAN EBRED) FESZULTSEGEK ATTEKINTESE

A csavart rud pontjaiban sikbeli fesziltségallapgakul ki. A feszilltségek
megoszlasat egy modon mar szemléltettik az 84nab@rabban (2.2.) mar lattuk,
hogy egy hasab lapjain hat6, és —o komponerisnormal feszlltségek hatasara a
hasab pontjaiban kialakulé feszlltségallapot tisgtiads. Ha a 39. abrat és a 85. abra
felsd abrarészletét dsszehasonlitjuk, megértjik, hoggsavart rad fellletén a
féfesziiltségi iranyok a henger alkot6ivdlb’ szbget zarnak be. Az 85. abra feltiintet

egy huzo és egy nyoméfésziltségi trajektoriat is.

MEGJEGYZES ——F
Tl |
Fenti eredményeink korgyii keresztmetszét \\Q\ ”,
AV A0
rudakra is érvényesek. Téglalap keresztmeisz ;53.,.4@ ;
r 44 %

rudak csavarasa esetén a feszultségek megoszlas \ 5 /
egy-egy kozéppontbdl kiindulé szakasz mentén - N

86. abra szemlélteti. A maximalis fesziiltség /r\
hosszabbik oldal kozepén 1ép fel, /// | \\\w
o i o
_M_(30+1%) 85.4bra
MERETEZES
j Ellendrzéskor a veszélyes szelvényben felsép
5] maximalis feszlltséget hasonlithatjuk 6ssze a caaxa
U\J Tmax. megengedett,, fesz lltséggel. Teljesulnie kell az alabbi
egyenbtlenségnek:
MCS
Tmax = S Tm
a K,

86.4bra
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keressik a csavar6 nyomaték és a megengedetttfegyigmeretében. A szikséges
méret a polaris keresztmetszeti téréyit hatarozhaté meg:

A TERMESZETES FAANYAG CSAVARO IGENYBEVETELE

Lattuk, hogy a nyirds kovetkeztében a tengelyenedtnsikokban is fellépnekt
feszlltségek. Tekintve, hogy e feszliltségek csdaartiak esetén éppen rostiranyuak,
és a fa rostiranya nyirészilardsaga kicsiny, a ada¥a rudak tonkremenetele
rostirdnyu felrepedés formajaban jelentkezik.

14. Példa

Az 87. abran lathatd, végein befogott hengerestiMdanyomatéku dipér terheli.

87.4bra

Hatarozzuk meg a rdd, minimdlisan szikséges d @&jétgrha a csavarasra

megengedett,, feszulltség ismeretes!

Megoldas.
El6szor tisztazni kell a veszélyes szelvény helyéa @sax. csavar0 nyomatéekot. Az

Mcs csavaré nyomatékkal a rad végein hata Mg nyomatéku eparok tartanak
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egyensulyt, ahol i és M; a falak hatasara a radra. A reakcid nyomatékodtikai

aton nem hatarozhatok meg, csupan annyit mondhahagly

MCS_ MA - MB = 0.

Tovabbi egyenlet szilardsagtani meggondolassalheferaz a, ill. b hosszusagu
tengelyszakaszok elcsavarodéasi szoge efyyanbz:

M,a_M;b
1,G  1,G
. . _ b _a .
A fenti ket egyenletd M,=——M, Mg= M., Most mar
a+b a+b

megszerkeszthét az igénybevételi abra. Mivel a>b vilagos, hogys-id kell
meéretezni, ez a maximalis csavard nyomatek, s zélyes szelvények a b hosszusagu

rudszakasz szelvényei.

Mg _ aM
n  @+tb)r,’

3
Rovid szamitassal igazolhatd, holy, :%n, tehéat a sziikséges tengely-aténér

[ 16aM,,
d=g|———c |
@+bm, -

2.8. Osszetett igénybevételek I.

OSSZETETT IGENYBEVETEL

Az eddigiekben — egy kivétélt eltekintve — mindig valamilyen igénybevétel eseté
kellett megéallapitani a__hataallaponak (folyas, torés, elnyirédas) megfélel
feszlltséget. Kivételt csak a kdzonséges hajliddeniett, ahol az igénybevétel

egyidejileg felle hajlitas és nyiras volt.
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A kovetkedkben arra a kérdésre keresiink valaszt, hogy taylidejileg fellé alap
igénybevétel esetén hogyan itélhetjuk meg a kiddaKaszlltségéllapotot a test
valamely pontjadban. Azt korabban (1.3) mar latHattihogy két egyensulyi
erérendszer hatasara a szilard test tééges pontjaban kialakulé feszlltségek az
erdrendszerek egyidéj mikodtetése esetén vektordlisan Osszédeek, de még
nyitva marad a kérdés, hogy az dréesziltségéllapot mikor tekintlteveszélyesnek.

Egyszetibb a helyzet, ha az 06sszeielgénybevételek hatdsara a test vizsgalt
pontjaban egytengelyfesziltségéllapotok lépnek fel. Ebben a targypamtbdyen
esetekkel foglalkozunk. Az Osszeteigénybevételek hataséara felléfpesziltségek

ilyenkor azonos allasuak, iranyuk egyemgy ellentétes.

HUZAS ES HAJLITAS

Elsoként azt az esetet vizsgaljuk meg (88/a. abra),k@ama rud valamely K
szelvényének igénybevétele egyideg centralis huzéas (N) és hajlitasjMMost is
feltesszik, hogy a rudnak van szimmetria sikja, hajfité ebpar nyomatékvektora
erre mebleges. Ha a szelvényt terBielbeld e6rendszerek eréid (N, M)
0sszegezzuk, egyetlen, eltolt
hatdsvonali N ét kapunk
(59/b. 4bra). Az eltolas mértéke

N N e:%. Ha egy rud valamely
I = N
5 K szelvényére vonatkozélag a
A bal oldali e6rendszer ereije
S —% egyetlen, a rud tengelyével
- )
N = . parhuzamos hatasvonall (balra
b. mutatd) eb, akkor a K
88.4bra

szelvény igénybevétele
megegyezik az 88/b. abran lathatd esettel. Eithkeogy az ilyen igénybevételt

killpontoshuzéasak is nevezik, az e tavolsag a kilpontossag me(edtcentricitas).

Szamitsuk ki az egyidéjuzasbdl és hajlitasbol szarmazo fesziltségeket!
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Ha a rad keresztmetszet terlilete A, a hajlitas elg@ge vonatkozé masodrdnd

nyomatékaj akkor az 6sszetéugénybevételek okozta fesziltségek a kovetkez

Ezeket a fesziltségeket (illetve megoszlasukatD.aaBra szemlélteti (a radra hato
kulsé eroket az abran nem tintettik fel). A K szelvény t@esges y koordinataju

pontjaban az eréd fesziltség az imént szamitott fesziltségek algetisazege:

s
B ;/%%g = %

[,
K =

Oy Oy G

89.abra

N M
o(y)=—+—hvy.
(y) At y

z

Az ered fesziltség megoszlasat a 89. abra jobb oldalieteszzemlélteti. Lathato,
hogy az adott esetben kulonibozenti (hiz6, nyomo) erddfesziltségek Iépnek fel.
Az o6ket elvalasztd pontnak a térben egy a szimmetkiea 9hebleges egyenes, a
semleges tengely felel meg. Szamitsuk ki ennek IgétheA semleges tengely
pontjaiban o= 0 Legyen a szelvénynek a sulyponti tengelyre vayaik
inerciasugara,i Ekkor

N Ne [
o =—+—y =0, = -
) A ifAy y

N N

o |

Ha a semleges tengely a keresztmetszeten kivileHigdik el, akkor a szelvény
pontjaiban egynethfesziltségek ébrednek. Ha semleges tengely aésmalmetszi,
akkor kulonbo# nemiek. Létezik M, és N-nek olyan aranya: masképpen olyan

maximalis e érték, melynél még éppen egyhdesziltségek ébrednek a szelvényen.
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Szamitsuk ki ezt a maximalis értéket téglalap srehesetén, ha a téglalap oldalai a,
b (90. abra)!

ol a seml.t Hataresetben a semleges tengely

koordinétéja—g vagy g . Mivel téglalap

b g ] By esetéen az inerciasugar
Z
i2:b_2 :_E:—ﬁz—b_z e:E
712’7 2 e 128 6

Hasonl6é tulajdonsagua tovabbi pontokat

vY szemléltetnek a 61. abra nullkérei. A
90.abra négy pont altal meghatarozott rombusz a

szelvény magidom

Tulajdonséaga: a magidomon belll hat6 s a szelvijgra meéleges hatdsvonalu N
er6 esetén a szelvény pontjaiban azonos indmizé vagy nyomo) fesziltségek
ébrednek. A magidom alakja csak a szelvény geoamnetiszonyaitél fligg, a

legfontosabb szelvény alakok magidomanak adataldzatok tartalmazzak.

Teljesen e szakaszhoz hasonléan targyalhat6 adejiggig fellé@ nyomas és hajlitas

(kilpontosnyomas) Ennek atgondolasat az olvasora bizzuk.

FERDE HAJLITAS

Foglalkozzunk most azzal az esettel, mikor egyvaldmely szelvényét egyiddgg
két hajlitd eépar terheli!
Legyen a 91. &bran lathatd6 rud K szelvényének igéwétele az

M, és M, nyomatékvektorokkal adva. Az abraval kapcsolatbargjegyezziik,

hogy a rudat terhélkiilss erorendszer ezuttal sem tiintettik fel. Feltételezhoky a
rad téglalap keresztmetséiet s a hajlitd eiparok sikjai azonosak a rad

szimmetriasikjaival.
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91.4bra

Két kérdésre keresuink valaszt:
milyen feszlltségek ébrednek a szelvény pontjaiban,
hogyan helyezkedik el a semleges tengely?
Ha a szelvény igénybevétele,Neénne, akkor az ebrédesziltség az ismert képlet

szerint a

I\/IZ
Y

z

o,(y) =

Képlettel adodna.

Ha pedig csupan lvhatna, akkor hasonléan:

M
oh(z):l—yz
y

feszlltseg ébredne. E formulakbay, ll, a szelveny megfelél masodrentl
nyomatékai. A legutolsé képletogtlével kapcsolatban vegyik észre, hogy +z-hez
most nyomofesziiltség tartozik. Mindkét igénybevétdetében azonos Aallasu

fesziltségvektorok ébrednek, 6sszegezésik ismeraligiton végezheel:

M M
o, (v,2) =|—ZY‘I—yZ-

z y

Allitsuk el a semleges vonal egyenletét. Ennek pontjaiaiy,z) = 0,
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tehat:

Ez olyan egyenes egyenlete, mely athalad a szeb@ggontjan és iranytangense:

M. |
tgp=—=2—".
0B M

z y

I
A 92. abra jel6lésévelg3 = tgq)l—y. A 92. abrardl az is leolvashato, hogy az éred

z

Ms = My + M, nyomatékvektor &ltalaban nem

azonos A&lldsi a semleges tengellyel,
t- z z . . oL o1
Se/m} masképpen: a terléel eépar sikja nem
] memleges a semleges tengelyre. A hajlitas
- B . , , .
- = M, E ilyen esetet ezert ferdeajlitasiak nevezik. A
e % feszultség képletéb kovetkezik, hogy a
szelvény azonos fesziltsegontjai egy-egy,
Iy a semleges tengellyel parhuzamos egyenesen
92.4bra

vannak, és |o,/anndl nagyobb, minél

messzebb van az azonos feszuliggégntok egyenese a szelvény sulypontjatél. Ennek
folyoméanya, hogy a legnagyobb feszuliségontok a szelvénynek a semleges

tengely6l legtavolabbi csucspontjai.
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15. Példa

93.abra

Hatarozzuk meg a 93. abran lathato pillanatsza@itiranak K szelvényében éhfed
maximalis feszlltséget a kovetkeadatok ismeretében:
a=6mm, b=30mm, d=120mm,

F=1000 N (a lemezeket 6sszeszority.er

Megoldas.

A K szelvény igénybevétele a 93/b. abra szerintpditos hizas, a kilpontossag
mértéke e = d.

A maximalis feszlltség a szelvény P pontjaban ébred

6 =F +F& ahol A=ab=180mr e=120mm, k22 = g00mnt,
ATK 6
o 10001000120 ol
18C | 90
16. Példa

Szamitsuk ki a 94. abran lathatdé konzoltarté vegssékzelvényében a maximalis

feszlltséget és hatarozzuk meg a semleges tengyekét. Adatok: a= 10 cm, =2
m, FR=800 N, k=200 N.
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94.4bra

Megoldas.
A tartot az I, F, ervkbdl allé ebkereszt terheli. A veszélyes szelvény a befogadas

szelvénye. A keresztmetszet masodtemgomatékai:

1030 °*
|, = ——— = 22500 cm, | :30ﬂ03:2500cn%.
12 Y 12
A hajlitd nyomatékok:
M, = lez =20 000 Ncm, ME=-F1l =-160 000 Ncm.

El6szor allapitsuk meg a semleges tengely helyzetét:

T
I_y _ 160000 2500 — 0889

20000 22500

M
tgB=—=2
gBMy

B=13822 .

A 95abra szemlélteti a semleges tengely helyzetét.
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A legnagyobb fesziltségek a semleges tenglelgigtavolabbi pontokban (A, B)
ébrednek:

e
, @\ .
_ i Y
B
Bl
er
95.4bra
M M -160000 20000
0, =0(-15 -5 =—2y-—Yz= (-19-—_-—(-5).
I,> 1, 22500 2500

0, =147N/mn?, o, =-147 Nmn?.

2.9. Osszetett igénybevételek .lI

FESZULTSEGELMELETEK
Ha az 6sszetévigénybevételek hatasara kialakulé feszlltségaltdpeikbeliek vagy
térbeliek, az erdi feszilltségallapot veszélyességének megitélésdnkémyiesebb,

teljesen megnyugtatd moédon ma sem megoldott feladat

A probléma megoldasara szolgélo elgondolasok, ategailtségelméletekkiinduld

feltevése az, hogy a hatarallapot szempontjabétiemirfesziltségallapot egyenéfiék

valamely egyszér kisérlettel is dallithatd feszultségallapottal. Osszehasonlithatd
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feszlltségallapotként céls#ea huzast valasztani, mert ezt a feszlltségallapadguk

a legegyszdibben és legpontosabban megvalésitani.

A fesziltségelméletek egy Osszetett igeénybevétiishea kialakuld feszultségallapot

adataibol egyo,., redukaltfesziiltségt vezetnek le. Ao, értekkel jellemzett hizas

(0,=0,,) Vveszélyesség szempontjabol egyendrtékz adott tobbtengely

feszlltségallapottal.

A kilonboz fesziltségelméletek mas-mas moédon vezetik le akéddfesziltséget.
Ennek megfelélen az eredmények tobbé-kevésbé é#r Az aldbbiakban egy
fesziltségelméletet ismertetlink részletesebben.

A MOHR-FELE FESZULTSEGELMELET

A Mohr-féle fesziltségelméleabbdl a feltevésh indul ki, hogy a rugalmas anyagu

test valamely pontjaban a hatarallapotobidgzs fesziltség allapotok fesziltség

diagramjainak (pontosabban: a feszultségi diagraftikéreirdl, a o,, o, pontokon

atmerd korivekol van sz0) létezik egy burkold gorbéje, a veszé&lggshatargbrbe

(96.4bra), mely a hatarallapot szempontjabol vegsaéh, ill. veszélyes fesziltség
allapotok feszlltségi koreit
elvélasztja.
4
— | rveszelyességi hatdrgérbe
k \>\
2 ‘ g .
f\ /
kN ‘

96.abra

Részletesebben:
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egy-egy feszlltség allapot veszélyességét az dibnthogy a feszlltsegiokor
metszi- (érinti)-e a vagy sem a veszélyességi pathét. Tehat példaul a; Kkor
veszélytelen fesziltségéllapotot szemléltet, &kveszélyeset.

az elmélet szerint@, féfeszultségek szerepe lényegtelen, csupén aés a o,
féfesziltségekil fligg az adott feszlltségallapot veszélyessége.

a veszélyes feszulltségallapotok kdzul nevezete®®. -Abran szaggatott vonallal
abrazolt — tiszta huzas, mely veszélyesség szegapohtegyenértédk mindazon
feszultség allapotokkal, melyek fesziltségi korehatargorbét érintik. Enneko,

fofesziltsége az adott veszélyességi hatargorbéhezdaedukalt fesziltseg.

TA

nyomas =
. Z hUzas
N \L ' 2
csavaras 5
97.4bra

A veszélyességi hatargorbe jelésdge a fentiekdd nyilvan vald: lehaiséget nyuijt
tetsdleges — kisérlettel meg sem valositott — feszidtbaigot megitélésére. Attol
flggden, hogy a hatarallapotot miképpen definialjuk okiloz hatargdrbék léteznek.
A hatargorbe az anyagi néiségnek is fliggvénye. A hatarallapot definialasan @a
gorbe meghatarozasa kisérletekkel torténhet. Kélegli a 97. abra szerint
szerkeszthetjik meg a hatargorbét, a huzas, csagarayomas feszultségei koreinek
ismeretében. Mivel az acél anyagok nagy része haizés nyomasra kozelieg
egyforman viselkedik, vagyis a megféefesziltségi korok egyehl atmébjiek,
gyakran alkalmazott egysZmits foltevés, hogy a hatargorbe a- tengellyel

parhuzamos egyenes.
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Szamitsuk ki a redukalt feszultséget ezzel a fékiegl! Az eredményeket az I. és Il
tablazat szemlélteti. Az |. tdbldzat az alap igénykgtelekre, a Il. az Osszetett

igénybevételekre vonatkozik.

A 1. tablazatban szereplredukalt feszlltség-értekek, a fesziltségi diagkani
leolvashatd geometriai Osszefliggések alapjan wetdkthle. Példaul térbeli

feszlltségallapot esetén

I .té_bléz at
Az igénybe- A feszultségallapot .
vetel szernléltetése red

HUzas
6
Hajlitds
Nyiras
27T
Csavaras

Gy 06, 61 Greg
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ll.tablazat
Az igénybe- A fesziltségdllapot Fifeszultségek
vétel  szemléltetése Redukalt fesz.
4 62 ?’ 61 = 6X
Huzas, =
(v.hajlitas)
Nyomas
Huzas,
(v. hajlitas)
Csavaras _
Hajlltas, - . :
Nyl{'és Greq=/0%+4 T2
- 6, 2. 2
Huzas, ‘5'1=“2&+l'%+ [
(vhajlitas) =8x |/Qi
Csavards, G g H/E T 0r:
Nyomds o BT

o
O(eqg = 0; — 03, ahol 0'1:7X+ —X 41

(a 0,,0, atmebji korben talalhatd derékszivparomszog alapjarg, =0, .

A redukalt fesziltség tehat:

red:?-l_ IX+T -0,

A kisérletek azt mutatjak, hogy — ellentétben a Meéle feltevéssel — a hatarallapot
elsidézeseben a, fofesziltségnek is szerepe van. A Moher-elmélet afapramitott

redukalt feszliltség a helyes értdkhaximalisan mintegy 10 %-al eltérhet.

MERETEZES

megengedett feszlltséget:
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O q<0,, -

pontban szamithato6 redukdlt fesziltség ne haladgamegengedett feszlltséget.
HAJLITAS ES CSAVARAS

Alkalmazzuk most az eddigieket abban — a gyakaatatiokszor éfordulé — esetben,

mikor egy hengeres tengely valamelyik K szelvénkémgenybevétele egyidéeg
hajlitas és csavaras (98. abra).

98.abra

A K szelvényen ébredfesziltségek a kovetkéz

a hajlitasbol o, = %y,

z

. L. M
a csavarasbor = —=

r
p

(A fenti képletekben,) I, a keresztmetszet masodrémyomatékai).
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A keresztmetszet legveszélyesebb pontja az A éspar. E pontokbaro és 1

egyarant maximalis. A fesziltségvektorok helyzat®A és B pont kis kérnyezetében
elkllonitett elemi hasabokon a 69/b. abra szentilélée redukalt fesziltség a Il.
tablazat szerint.

2 2 2
Ored=«/02+4r2=\/M +4 JM M.

K?2 (2K ) K

z

_4l
d d

lathatd, a redukalt fesziltség egyerdzzal a hajlitd fesziltséggel, mely az adott

szelvényberM _, =/M? + M2 (n. redukalhajlitd nyomatékhatasara ébred.

A tengely méretezése igy folytathato:

3
KZ:Mred, Oredso KZ:d_T[’
O,oq 32
32Mj + Mg
no o,
17. Példa
K A 99. A4bran lathato
- tengely szabad végén G
{ sulyd  szijtarcsa  van
\ felerssitve. A szijban
. ébred e K, K.
I (

Szamitsuk ki a tengely
) minimalisan szikséges d

99.abra atmépjét, ha I=1 m,
D=0,6 m, Kk=1500, K=2000 N, G=600 Ng, =120 N/mnf.

Megoldas.
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Az igénybevételek meghatarozasa végett egiisiteilk a tarcsara hatéeendszert!

Az egyszelisités a 100. abrdn nyomon kovethétz S szelvény igénybevételei:

K=Ko+K, F=G+K

100.abra

M, =Fl =,/G* +K?| =355106Ncm
D
M. =(K, - Kl)E =500CB0=15000Ncm

A szelvény veszélyes pontjai a 101. abran P, Qeldlt pontok, melyekben a hajlitas
és csavards kovetkeztében éBrddsziltségek legkedvéttenebbil 6sszedrnek.
Megemlitjik, hogy a hajlitds okozta nyirds kovetkben fellép 1 fesziltségeket
ezuttal elhanyagoltuk. (P és Q-ban ezek értékeldgys nulla.)

A keresett tengelyatm@ezek utén:

/

\__//

_~F hatasvonala

~

d= \/3_2_VM+M _ \/3_2 V3551060 +150000°

L o Tt 120

m

d=67.1 mm.
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2.10. Kihajlas

A KIHAJLAS JELENTOSEGE
A 2.1. targypontban a nyomo igénybevétellel kaptesian megemlitettik, hogy
ottani kijelentéseink csak z6mok nyomott elemekomatkoznak, karcsi nyomott

rudakra az ott elmondottak &ltalaban nem érvényesek

Hogy a gyakorlatban sokszor

Tapasztalatbdl tudjuk, hogy ha F

- T T eléforduld karcsu rudak esetén is
F1 F2 %@ kezelni tudjuk, vizsgéljuk meg a

i | l 73/a. abran lathatd, egyik végén

! I : / befogott karcsu rudat, melyet F

i | } koncentréalt e terhel.

| |

|

elegenden kicsiny, akkor a rud
ANN 2 N fels6 végpontjat kitéritve, a rad
tovabbra is képes hordozni a

m 3 terhet, s a Kkitérités hatast
b.

£ megszintetve a rad - tobb-

7

a.
102.4bra kevesebb lengés utan — visszater

eredeti helyzetébe. Az;Fer6vel
terhelt rad viselkedése hasonlit annak a sulyogégalk a viselkedéséhez, melyet a
102/a. abra alsO része szemléltet: a valylba hettygnlyd ugyanis — nem tul nagy
kitérés esetén — szintén visszatér eredeti helyeet& fenti hasonléosag alapjan azt

mondhatjuk, hogy a golyé s a rud stabéigyensulyiallapoban van. Megterhelhetjik

azonban olyan Fervel a rudat, hogy az a legcsekélyebb kitérités g&m tér mar
vissza eredeti helyzetébéit @ kitérés egyre fokozodik, a rud eltorik, tonkesgy. A
rad viselkedése most egy bizonytalan egyensulyapalii golyé viselkedésével

allithaté parhuzamba (102/b. abra alsoé részlete).

Végul talalhaté egy olyanyFkritikus terheléss, melynél a radegyensulyi allapota

k6zombdos. Ez azt jelenti, hogy a kritiku$wel terhelt és kitéritett rad magara hagyva

nem tér vissza eredeti helyzetébe, hanem megmaefdrnthlt allapotaban.
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Viselkedése megfelel egy k6zombos egyensulyi hdbgre 16w golydénak. A

fentiekben hasznalt jelolésekkEl< F, <F,.

RUGALMAS KIHAJLAS

Az eddigiekl®l megérthet, hogy nagy jeledsége van a kritikus é&r
meghatarozasanak, hiszen ez dzrneér a rud tonkremenetelét okozza oly értelemben,
hogy az k-nal nagyobb nyomoéérhatasa alatt allé rad a legkisebb oldaliranyél er
hatdsara ténkremegy.

Nyilvdnvald, hogy a kritikus ér nem csupan a ruad anyagatol, hanem geometriai
adataitdl is fugg, hiszen azonos anyagu és kereszzeti, de kilonb6& hosszusagu

rudak kilonb6& nagysagu nyomééhatasara jutnak labilis allapotba.

A kritikus er6 hatasara a rudban fell@pesziiltség a kritikus fesziltség; =%, ahol

A rud keresztmetszet-tertlete. Aszerint, ammt kisebb, vagy nagyobb, mint a rad

anyaganak aranyossagi hatara, beszeélink rugaksaplasztikus kihajlagol. A

centrikusan nyomott rud rugalmas vonala differdnegfyenletének vizsgalata alapjan
bebizonyithaté, hogy a kihajlott rid tengelyvonakzinuszgorbe alakd. A
tovabbiakban fontos szerepe van a tengelyvonadl altkotott szinuszgorbe fél
hullamhosszanak, melyet redukBtissnak (}) nevezink. A rugalmas vonal alakja a
megfogas maodjatél fligg. A leggyakrabbandéfetduld megfogas maodokat,

tengelyvonal-alakokat és redukalt hosszakat a 4i& szemlélteti.

(r=071(

103. abra
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Tovabbi fontos geometriai jellerde a ridnak a karcsusagelyet a redukalt hossz és

a minimdlis inercia sugar.fiszab meg:

>
I
|<

A fenti fogalmak birtokdban a centrikusan nyomat kritikus feszlltsége — ha a rad
anyaganak rugalmassagi modulusa E — EULER szekibvetke:

A o, =0, (A) fuggvényt a 104. abra szemlélteti. A fuggveny olyearcsusagok

esetén érvényes, melyeknél fennd

6‘k4r
0,0, . \
\
Szamitsuk ki azt a legkisebl \
. . \
A karcsusagot, melyre érvényes \
kritikus  feszlltség fenti  képlete -/ o—
!
E . ! B
A =T0|—. Acél anyagok # T
\/ O, ; >
Ae X
rugalmassagi tényégt és aranyossag 104.4bra

hatérat figyelembe véve

A, =100 A A=A_karcsusagu nyomott rud teherbirasa, azaz a krigkiu§~) a rad-
kereszt metszet tertletének (A), minimalis masadlreryomatékanak £), a redukalt
hossznak () és a rugalmassagi téngeek € ismeretében igy szamithato:

_TPEl,

F =Ao, =A L, F 2

F
A
PLASZTIKUS KIHAJLAS

Ha A <A,, akkor a kritikus fesziltség levezetésének aldpgpied meggondolasok

ervenyuket vesztik, az EULER-féle képlet nem alkaihato. E képlet felallitasanal

ugyanis a rugalmas vonal differencialegyenlétéhdulunk ki. A differencialegyenlet
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levezetéseénél viszont feltesszik, hogy a féli&sziltségek az aranyossagi hatart nem
lepik tal. A <A, esetén egy TETMAJER kisérletei alapjan megalléipikeplet
hasznalhatd, mely linearis kapcsolatot mond ki ecd@sag és a kritikus fesziiltség
kozott:

o, =a—-bA.
A képletben a és b rud anyagétdl ftigdllandok, értékik fiszaki tablazatokbol

vehebt.

Ezzel a képlettel szamolhatunk mindaddig, m#gA, mellett o, < o, . Egészen kis

karcsuségu rudak esetén a rud tonkremenetele asfayar elérésekor kdvetkezik be.
A kritikus feszlltségnek a karcsusagtol valo fuggéa 105. abra szemlélteti

0sszefoglaléan:

6‘ A = B

A //b/"’( O'[_

G “// /G;TZQ"'b/\
& B

G4

105.4bra

MERETEZES

megallapithatjukA -t. Ha A = A, ,akkor rugalmas, ha <A_plasztikus kihajlasrol van
sz0. Ezutdan a rad anyaganak (E, a, b) ismeretébeghatarozzuk a kihajlasra
megengedetiesziltségt, o, -et. Ezt ugy kapjuk, hogy a kritikus feszlltségsttiuk
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egy n biztonsagi tényégel. Rugalmas kihajlas esetén n=3...6, plasztikusjkib
esetén n=1,7...4.

Ha a vizsgalt radra hat6 &F, a rad keresztmetszet-terilete A, a rad megfels

-0, F

)
M n T A

m

Az ellersrzés menetét az alabbi folyamatabra szemléltetidlzra).

CILI_AI [f'l [2: E/ al bfleln )

2
Ox=a-bA 6/\-“"2['_5—
}\2
]
6
Okm= ﬁﬁ'
nem
’ |
A ru ,
7‘@1ffelljdnfvwig_cfj7 A rud megfelel

106.4bra

karcsiusag nem hatarozhatd meg, tehat nem tudjéie,ehogy rugalmas vagy
plasztikus kihajlasrol van-e szé.
A kovetkedképpen jarhatunk el: az adott teaab ismeretében, n-szeres biztonsagot

felvéve és rugalmas kihajlast feltételezve, alkuiiet) képletéldl kiszamitjuk p-t.
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TCEL, nFl?
F =nF= |, =—.
12 2 1PE

r?

Ismert alaku keresztmetszet esetébdl a keresztmetszet minden adata szamithato.
Sziikséges azonban még igazolni, hogy kiinduld véiénk helytélld, azaz, hogy a
rugalmas kihajlasra vonatkozo képletet jogosanialaatuk.

E célbdl meghatarozzuk-t, s haA 2 A, ,a tervezes befejédott. HaA <A, , akkor

prébalkozo eljarassal haladunk tovabb: felveszimk alkalmasnak latszé szelvényt

és elledrizzik, a mar megtargyalt médszer szerint. A teggefolyamatabraja az

alabbi (78. abra):
-
(‘F:[f\r":ia:brAefn )

¥

12
sz ”"2

P
nem o0 (gen
¥
Felveszink egy al- l,-b6l meghataroz-
kalmasnak (atszo zuk a km. adatait
km-et és ellenoriz-
zUk
107.4bra

Megemlitjuk, hogy a kihajlasra tort@€méretezésnek tovabbi modszerei is 1éteznek,

példaul az un.’w- eljaras,, mely sziikségtelenné teszi a rugalmas és plasztiked

figyelembevételét és biztonsagi tényetkalmazasat.
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18. Példa

Egy vizszintes helyzét | 160 jeli, I=4 m hosszu acélgerenda végei be vannak falazva.
Ellenérizzik, hogy nem éll-e fenn a kihajlas veszélye,ahgerenda dmérséklete
20°C-al emelkedik! A gerenda anyagara E=2,1.M0mn¥, a htagulasi egyiitthatd

a=12.10° 1/C°, a biztonsagi tényém=3.

Megoldas.
A gerenda b okozta kiterjedését a fal altal gyakorolt — cdatsinak vehét— nyomo

erok gatoljdk. A gatolt terjedés kovetkeztében fallépfesziltség (2.1):
o(t) = EaAt = 2110°12.10°20=504N/mn¥. A kihajlasra megengedett fesziiltség

meghatarozasa végett kovessik az éftis¥s ismertetett modszerét!

1=1,55cm  }=0,51=200 cm, A =129A,=100,

Tehét rugalmas kihajlasrol van szo.

o, = T[ZZE T 21‘305 =1245 N/mnt
A 12¢
o, -%-&;’5 = 415N /mn?’

o(t))o,,, a gerenda nem felel med
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2.11. Méretezés hatarigénybevételre

A HATARALLAPOTOK MODSZERE

Mivel a faszerkezetek méretezésére vonatkozé smgbkanem a fesziltség-
0sszehasonlitdson, azaz megengedett fesziltségamdaiméretezési modszert irjak
elé, szikséges roviden ismertetni a koréber igénybevétel dsszehasonlitdsan

alapulé méretezési eljarast.

Magyarorszagon 2010 januarjatol faszerkezetek mwétsére az EUROCODE 5-
Faszerkezetek tervezése tinszabvanyt kell alkalmazni, mely a hatéarallapotok
modszerén alapul.

A szerkezet hataréllapmak oka mindaz, ami a rendeltetés$zssznalatot gatolja:
torés, repedés, tulzott deformacié stb. A méretem#an azt kell igazolni, hogy a
szerkezetre hat6 terheklbmeghatarozott mértékado allapot nem kedtlenebb, mint

a hatarallapot.

Az alabbiakban — didaktikai okokbdl — a hatarallagomodszeréll kevéssé eltér,
osztott biztonsagi tényék elvén alapuld méretezési mddszert ismertetjikymed

alapjan a hatarallapotok modszere megéfthet

Egy szerkezet egészének teherbirasat a leggyeraéimbteherbirasa szabja meg, a
tobbi elem ehhez képest tulméretezett. A helyesaakitott szerkezet minden eleme
az esetleges (hasznos) teherrel szemben azonosnddiggal rendelkezik. A
megengedett feszlltségen alapuld méretezésnéllaam@lteher és a hasznos teher
okozta igénybevételek nincsenek szétvalasztvaamggyes szerkezeti részeknek a
hasznos teherrel szembeni biztonsaga kuléhboz

A nagyobb allandod terhelést viéetészek biztonsaga nagyobb, ezért a szerkezet

kialakitAsa nem gazdaséagos.

Az osztott biztonsagi tényék elvén alapuld méretezési mddszer az éllandd teher
bizonytalansagat egy,lszérasi tényeéwel, a hasznos teher bizonytalansagat egy k

biztonsagi tényewel veszi figyelembe, az anyag bizonytalansagatkiwtel
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pontatlansagat pedig oly modon, hogy hatarfesziiiedé (o,) a folyashatar
csOkkentett erteket tekinti. Fanal, ez @, Aaltaldban lényegesen kilonbozik a
megengedett feszultséyt o,,)0,,. A méretezes soran az igénybevételeket. Nem pedig

a feszlltségeket hasonlitjuk 6ssze.
Az egységesen Y htel jelolt igénybevételeket a kdvetkd@ppen osztalyozzuk:
Y.  az allando teher okozta igénybevétel (6nsillgndé jelled teher)

Yo az esetleges terhektszarmazo igénybevétel (hasznos teher, hétehdieber).

A fentiek®Bl szamithaté a mértékaddgénybevétel

Y, =k.Y, +k.Y,.

A katényed 1,1 vagy 0,9 aszerint, hogy a vizsgalt igénybdwsztempontjabol melyik
a kedve#tlenebb.

A ke tényed értéke 1,0~1,4 a terhelés milyensébdiiggéen. Az egyes szerkezeti
elemek méreteit ugy kell megéllapitani, hogy a hagénybevételik ne legyen

kisebb, mint mértékadd igénybevételik:

Y, <V, =0,L.

A hatar igénybevétel a hatarfesziltsegnek,f,) és egy keresztmetszet jelletnek

(L) a szorzata. Ez utdbbi pl. keresztmetszet teridgy nyirt idom felszine,

keresztmetszeti tényéz

A fontosabb igénybevételek esetén a tervezés ésiedés képleteit az aldbbiakban
foglaljuk Ossze, Y helyett az egyes igénybevét@gdkaal alkalmazott jeldléseket

hasznalva.
s o _N, _
Huzas (nyomas): A, =—", N, =A o,.
O-H
Hajlitas: K, = My , M, =K,o0,, T,= .k Ty
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Nyiras: A=, T,=At,.
Kozpontosan nyomott faoszlop hatarerejeMz = ¢o, A, képlettel szamithato, ahol

. b =;2 . csokkend tényed,
11+ (A /60)

- An= a hasznos keresztmetszet terilet,

- A =a karcsusag

- 0,, = a faanyag hatarfesziltsége (hajlitasra, kdzéppontgy kilpontos
nyomasra).
19. Példa

A fentebb targyalt méretezési modszerek

0sszehasonlitasa végett szamitsuk ki egy

[ |
-

egyenletesen megoszlo éerndszerrel

|

19 | e ,

/

//9// 7/,/;,_/; ter.helt, kéttdmaszu tarto- (108 abra)

i / 1 szilkséges keresztmetszeti tédyez a
et >! megengedett feszlltségek és az osztott

108.abra biztonséagi tényesk modszerével!

Adatok: | = 8 m, allandé teher intenzitasa: q=200nNesetleges (hasznos) teher

intenzitasa: f=1000 N/m. Legyen a tervezett | ketregtszdi acélgerenda anyaganak
folyashatarac, =200 N/mnf, a hatarfesziiltségr,, =180 N/mnf, a megengedett
fesziiltségo, =100 N/mnf, k=1,1; k=1,4.

A minimalisan szikséges keresztmetszeti téhygzamitasa a két modszer szerint a

kovetkes

_ (g+f)1* _ 120008

M max
8 8

M, =9600Nm,
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« = My _ 960000

* 0o 10000

m

K., =96cm’
2 2
m_ =9 - 2008 _ 4 500Nm,
8 8
2 2
=1L 10008 _ g560Nm,
8 8

M,, = 1IM, +14M_ = 1116000+ 14 (800Q
M,, =12960 Nm,

« =M, _ 1296000
" g, 18000 '

K, =72cn’.

Megjegyezzilk, hogy a keresztmetszeti téflyezamitasakor Ncm, ill. N/c¢m

meértékegysegre tértink at.
A megengedett feszliltségen alapulé szamitas szt jeli acélgerenda sziikséges

(K,=117 cmi), az osztott biztonsagi ténydan alapuldé szamitas szerint | 140ijel

Ennek hatarnyomatéka:

My = K, 0,=81,9.180 =14 742 Nm>M
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2.12. Alakvaltozasi energia

A terheletlen feszultségmentes rugalmas testiednitessink valamely egyensulyi
erérendszert. Az ék hatasara a test deformalodik, benne feszultségetdnek,
az ebk tAmadaspontjai elmozdulnak, s agkea nyugalmi allappot kialakulasaig
altaldban valamilyen W munkat végeznek. A végzathka a testben U helyzeti
energiaként tarolédik, s mivel a rugalmas testbelssbsurlédas nincs, U=W. A
helyzeti energianak ezt a formajat — mivel a tefonalédasaval kapcsolatos —

alakvaltozasienergi@ak nevezik, a testre hatd kéil®rk munkaja pedig az

alakvaltozdsmunka Mivel e fogalmak a sztatikailag hatarozatlandaszamitasa

soran jol hasznosithatok, attekintjuk az alakva@sbznergia szamitasi modjat a
legfontosabb alap igénybevételek esetében. A kéwéitken mindig feltesszik,
hogy a létrejo¥ deformaciok kicsinyek, s a testre hatérendszer a deformécié

soran is egyensulyi &endszer.

HUZAS (NYOMAS)

A huzott rad deformalédasaval
kapcsolatban lattuk (2.1), hogy

‘2&““ koo *-—I N 3 egy | hosszuséagu, A

Z E[ __j ’ keresztmetszet-teriilet  rad,
/ [ \ E melynek anyagara a

7"—“’*“ e | rugalmassagi tényéz E, N
N 4 5 norméles hatasara a

N/d)l /' kovetked  értékkel  nyulik

L’——L—» (révidiil) meg (109. &bra):
8 Al

109.abra Al _ NI A hosszivaltozas

EA  és az alkalmazott

ers kozti linearis kapcsolat mindaddig fennall, migtalban ébred feszultségek

nem lépik tul az ardnyossagi hatért.
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Ha a 109. abran lathato |, A E adatokkal jellemn@tt szabad vége a rea haté er

hatdsarad értékkel mozdul el, akkor az N=Rj er6 a fentiek szerint a kdvetkéz

N(5)=6$.

Szamitsuk ki azt a munkat, melyet a szabad radvéapieeé végez, mialatt a rad
megnyulasa 0-rolb -ra novekszik! Mivel az elemi elmozdulasok és aZzapzk
tartozé ebk szorzatanak dsszege az elmozdulésabra altal hatarolt haromszog

terlletét adja, a keresett munka:

2
2 2 I 2 |
A radban felhalmozott energia azoéeel, ill. a deformacioval kifejezve a
kovetked:
2 2
u = N—l i . Uu = O "EA
2 EA 21

Az energia a radban ébretesziltséggel kifejezve pedig:

U:(IZIA.
2E

2
A rud térfogategységre juto energial = (ZJ_E'
Ha o helyébe a rid anyaganak rugalmassagi hataratttesditgik, a tarolhato
energia maximumat kapjuk.
Ha a hazo6 éra rad szelvényeiben a koordinata fliggvénye, azad(¥), akkor az

elemi  rudszakaszokban felhalmozott energiakat kKiedkzegezni. Egy dx

2
hosszUsagu rudszeletben az energiadU = ’;E(:)

dx, az | hosszusagu rudban

tarolt energia tehat:
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INE:
U :J'—dN () X,
5, 2EA

HAJLITAS

Egy | hosszuségu, imasodrendl nyomatéku rad szabad végének szelvénye M

hajlitd nyomatéku épar hatasarap ZIM_EI szoggel fordul el. Mivelp egyenesen

z

aranyos M-mel, ugyanolyan meggondolassal, mint zothrddban felhalmozott
M¢

energia esetén: U :T' A nyomaték és a

deformacid fuggvényében 7N

||

|

|
I

I N
%)

| W
|
1
2

Ha a hajlit6 nyomaték a rud szelvényéber 7.
valtozik, azaz M=M(X), akkor az alakvaltozasi 110.4bra

energiat az elemi radszakaszokban felhalmozotiggdemtegralasaval nyerjik:

VT
U= j M < (x)dx

) 2El,
Megjegyezzik, hogy az imént nem vettik figyelembwagitott radban a nyiras

kovetkeztében felhalmozott energiat.
CSAVARAS

A koér és korgwri keresztmetszét rudat terhel csavaré nyomaték és a

végkeresztmetszetek elcsavarodasi szoge kozti akmpes mint lattuk — linearis:

_MJd
.G

p

. A huzasnédl és hajlitasnal latott utat kovetve edthhogy egy |

¢
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hosszlsagu,, Ipolaros masodrefidnyomatéku rud esetében, ha az anyag nyiré
rugalmassagi modulusa G, az.Mcsavaré nyomaték hatdsara felhalmozédoé
alakvaltozasi energia:

2 “Gl
- M : ill U= ¢ e,
2G| 2l

Ahol ¢ a végkeresztmetszetek elcsavarodési szoge.

Ha M.= Mc{(X), vagyis a csavar6 nyomaték a szelvény koordjaaak

flggvénye, az energia a korabbiakhoz hasonléan

U=
G,

Ij 2 (x)dx

0

A nyiras kovetkeztében felhalmoz6dd alakvaltozasergia a legtobb esetben
elenyés# a tobbi alap igénybevétélbszamithatd energiahoz képest, ezérté nem
is foglalkozunk vele. Megmutathaté, hogy Osszeignybevétel esetén a
felnalmozott energia az alap igénybevételek koaéteen felhalmozédd energiak
algebrai 0sszegezésével szamithato: tehat — ha i@snykozta energiat

elhanyagoljuk — az N, MMsigénybevételek esetén

2 2 2
:1'[ N (x)dx +1I M7 (x)dx +1J- M (X)dx
2 EA 2 El 2 Gl,

CASTIGLIANO TETELE

Az alakvaltozasi munka és a felhalmozott alakv@sizenergia egyeddégét
kifejez6 W=U 0sszefliggés gyakran felhasznalhaté deforméuiéghatarozasara.
Ha példaul 111. &bran lathaté I, |, E adatokkalejekett F efvel terhelt
konzoltarté szabad végének elmozdulasat akarjukhatagpzni, igy jarhatunk el.

A rudban felhalmozott energia:
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_1

U=—
2El

j(—FX)ZdX = iﬁ
) 2El 3

Az ebnek a deformaldodas
soran végzett munkaja:
111.4bra

1

W==Fd.
2

A munka és az energia eg§eegébl:

213 3
2 2El 3 3El

Egy N ebvel hazott prizmatikus rad megnydlasa — a szokgstidésekkel —

. _ NI , . N?
Al =d=—— . Ugyanezen rudban a felhalmozott enerdib=
EA 2EA

.Az energia

altaldban folytonos,é differencialhaté fliggvénye N-nek, beszélhetiinlkemergia

N-szerinti parcialis derivéltjérél:g—zz%. Megle@ modon, ez a derivalt

egyenb az N eb altal létrehozott deformacioval. Nem véletlen egs®l van

sz0, hanem egy altalanosan érvényes tétel telgsbilé

Tétel (Castigliano tétele): Ha egy;,FF,...,F,, M1, My, ..., My koncentralt
erokbél, ill. eréparokbdl allé egyensulyi érendszerrel terhelt test

anyaga koveti a HOOKE-torvényt,

a reakciok a test deformalédasa soran nem végeuunekat,

az eBhatdsok és a deforméacidk kozott linearis kapcsdldenn, akkor
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az egyensulyban Iéwest valamelyik €it6l megtamadott pontjanak elmozdulasa a
tamado ef irAnyaban az alakvaltozasi energianak az smerint vett parcialis

derivaltjaval egyerd:

5, = Z—U tovébba

Az egyensulyban ldytest valamely (koncentralt) @érral tamadott helyén az
elfordulas szoge az @ar sikjaban az alakvaltozasi energidnak a nyomaték

szerinti parcialis derivaltjaval egyénl

ouU

¢i=a_|v|i'

A tétel alkalmazasat példan szemléltetjuk.

Hatarozzuk meg a 112. abran lathat6 |1, a, |, Eckttal jellemzett tartd6 szabad

végenek elmozdulasat.

b B i

(W i

N g%\x e H‘“‘ o)

|
- ( a__ |
I~ - |

112.4bra

N

7

Megoldas. A tartdé pontjan tk6do reakcio eb %F, igy a tartoban felhalmozott

energia:

1 P ) _a'F
D(——Fx) dx+j( FX) dx} 2EI(I2 el 3]_ 1+,

2EI

A tarté C pontjanak elmozdulasa:



2
J_GU_a F
oF 3EI

(I +a).
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Megjegyezzik, hogy a szamitas egyshbe tehei egy tétel felhasznalasaval,

mely a differencialasnak az integraljel mogottiegjzéseét teszi lehiaté:

M
5=9Y _ [—-9F ax

oF El
Példankban az disintegralnal %—I\sz—%x, a mésodikban%—l\s:—x, igy a

keresett elmozdulas:

5= %H(—%ij{—%xjdx + .:[(—Fx)(—x)dx} = %HT—ZZ FxZdx + z szdx}

2 3 3 2
5=+ a—ZFI—+Fi : B:a—F(I+a).
EILI® 3 3 3El
20. Példa
Szamitsuk ki a 113. abran |/
lathato, egyenletesen %
7 7 [ - o ) ﬁ-"//
megoszIo terheléssel lg < 7
£.4 N S SRR, (..
ellatott  tart6  szabad z \r~ L
s 7 Nz 7 | /\/ 1 ‘:‘.r ’f E/::
végének lehajlasat! ST« M- ' v’
A CASTINGLIANO-tétel | [ |

alkalmazhatésaga végett 113.4bra

mukodtessink a szabad

végen egy F ét. Az f és F terhelések egyuttes hatasara bekdxetikelmozdulas:
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oM,

Mo _ X

&= [—25dx ahol M, =-Fx-f=,
El 2

0

Az f és F terhelés hatasara bekodvetkelmozdulas:

I 2 3 4\
6:&[(_Fx_fx_)(—x)dxzi EX e X |
ElY 2 EIl 3 8

0

A keresett elmozdulést F 0 hataratmenettel nyerjik:

Hasonl6 modon szamithatndnk a szabad vég elfodtulastényleges terhelésen
kival mikddtetni kellene az x=0 szelvényben egy Mpért, az elfordulasi szoget

Z_I\le adna, midn a derivaltban M- 0.

. 2.13. Hatarozatlan tartok

A miszakilag nagy jeleisédi, sztatikailag hatdrozatlan tartok szamitasi
modszereivel nem foglalkozunk részletesen, csuganmaitatjuk meg, hogy a
rendelkezésre allé eszkdzok birtokaban miképpearbzhatjuk meg egyszdsb

hatarozatlan tartok reakcioit.

CASTIGLIANO TETELENEK ALKALMAZASA

A tétel ebnydsen alkalmazhaté sztatikailag hatarozatlan étddmegoldaséra is.
A megoldas menete a kovetkez szerkezet reakcidi kdozul annyit sorolunk az
aktiv ebk (ersparok) kéze, hogy a szerkezet sztatikailag éppéardeotta valjon.
Jeloljuk az aktiv dik (erdparok) kozé sorolt reakciokat X, Y, Zwvel. Ezek

sztatikailag hatarozatlan mennyiségek — éppen mgyt, a meghagyott reakciok —
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a szerkezet elmozdulasat, elfordulasat akadalyorzéd, tehat ha a szerkezet

alakvaltozasi energijat e hatarozatlan mennyiségekint derivaljuk, zérust kell

kapnunk:
Mg Yo Yog .
oX oY 0Z
7 S
| [ .
e = o
a.
h | )
A ]
X
1’{1! /\’75
(i
/\’/’3 J | TTTTTTITTTTTT] T |
AER| j_MJ._‘,‘,' V/ |
[T {
@I
- aa
b UL
114.abra

Ha az aktiv efket allandonak vesszik, a

szerkezet energiaja csak az X, Y, Z...
hatérozatlan mennyiségek flggvénye. Az
U=U(X,Y,Z...) tobbvaltozés fuggvény

minimumanak szikséges feltétele, hogy a
fenti  derivaltak  zérusok legyenek.
Megallapithatjuk tehat, hogy a szerkezet
hatarozatlannak tekintett megfogasain
olyan reakciok ébrednek, melyek az adott
aktiv ebrendszer esetében a legkisebb

alakvaltozasi energiat biztositjak.

A fentiekben kifejtett moddszert példan
illusztraljuk.

Hatarozzuk meg a 114/a. abran lathato,

sztatikailag hatarozatlan tartd reakcioit.

Adatok: I, E, I, f.

A tamasznal mikodo reakciot tekintsuk sztatikailag hatarozatlan mesggnek, s

irjuk fel a tarté alakvéltozasi energigjat és d@jikk A szerint:

1 M oM,

h 2

oy =J‘Adx, ahol M, =Ax —f X—, oM, _ X. Ekkor
0A El 2 0A

| 2
a_U:i Ax—fx_ xdx=0
oA El) 2
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3 4
i Al_—fl_ :O, A:3i
El 3 8

A falnél ébred reakcidk mar kdnnyen szamithatok:

_f12
fl, M, = ;'.

oo

Az igénybevételi abrakat a 114/b. abrarészlet szl

A TORZSTARTO MODSZERE
Ezt a modszert — legegysiibb formajaban — az imént targyalt feladatra
alkalmazva mutatjuk be.

Az eljaras a kovetkézlépésekBbl all:

A sztatikai szempontbdl f6los

H_fﬁ___" —— .M  kényszert (ill. kényszereket) kdim
4/77\7: e — "/QN} erokkel, ill. eroparokkal
7727 / 5 gz helyettesitve, a tartét sztatikailag
{ .
i PO* hatarozotta tesszuk. Az igy nyert

tartd az eredeti tartd torzstgeod

[if |\ g A folos kényszerek helyettesitése

T e ﬁ\ tébbféleképpen torténhet, példankban
L " \ (j) , . , .

0. LAeF a befogast, mint kényszert, egy fix

csukloval es egy M eparral

| Af...d-‘--—*" ookt -3?% helyettesitjik (115/a. abra).
@ /[ Meghatarozzuk a helyettesiterok,
C /
' ,,A@--J z ill. eréparokkal kapcsolatos
i deformacio elemeket.
115.4bra

Példankban az f terhelés hatasara a B

pontnal eballé deformacié (115/b. abra):
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az Mg espar okozta deformécié pedig:
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M|
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A f6los kényszereket helyettesiteakciokomponensek azok lesznek, amelyek a

tbrzstarton ugyanolyan

rugalmas vonalat eredmémgzmint az eredeti,

sztatikailag hatérozatlan tartéé. Az eredeti tatgformacié elemeit a reakcio

komponensekkel kifejezve, a helyettésarok, ill.

er6parok keresett értékeit

kapjuk. Példankban az eredeti tartd B szelvénye fioetul el, tehatp, = 0.

Mivel ¢g =0, + ¢, =~

fI°

24E|

Mg

f1?

=0, MB:_'
3EI 8

megegyeéden a kordbban nyert eredménnyel.

CLAPEYRON-EGYENLET

Tobbtamaszu tartok szamitdsanaléngbs az a felismerés,

hogy hérom

szomszédos tdmasz feletti hajlit6 nyomatékok kom@tihatarozott kapcsolat all

fenn. Egy nagyon egys#eesetben ilyen kapcsolatot az eddigiek alapjanami i

megallapitottunk.
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Megjegyezzik, hogy M Mg, Mc hajlit6 nyomatékok, melyekre a szokasos
eldjelszabalyok érvényesek. &, két kifejezést egyetlié téve, a kovetkéz
egyenletet kapjuk:

M, +2M (I, +1,) +Ml, =0,

amely®l Mg meghatarozhato.

Ha a tarton egyeéb terhelés is van, az egyenledlasul:

MA|1+2MB(|1+|2)+MC|2 =_%

1 |2

A jobb oldali M, M; mennyiségek a bal, ill. jobb oldali tdrzstartd

nyomatékabrajanak sztatikai nyomatékat jelentikda#ll. C pont flgdlegesére.

-6M, .. ~—6M . e
6 b il | L Un. terhelésallandokértéke tablazatokban talalhato.

Il 2

A

A CLAPEYRON-egyenlet alkalmazasanak megértése véumtirozzuk meg a

s s

abrakat!
Adatok: I, I, E, f.

Megoldas.
Ma=Mc=0 miatt a CLAPEYRON-egyenlet most igy fest:

A terhelési allandok szamitasa a 117/b. abra alejbvetkeé:

2

M, = %212 (a parabolaszelet terulete a befoglaldé téglalapénak
_ 3

g — a), 6M b — —l.

3 I 4

Most mar szamithato M



fl3 ik
Ml =2(-—), M,=-—.
Jd=2-7) Mg=-
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Az A reakci6 szamitasa ugy torténhet, hogy a maeis Ms-t kifejezzik a bal

oldali el6k nyomatékdsszegeével is:

M; =——=Al S A :gfl, a szimmetria miatt

fl, > F =0-bdl B=

NlO

Az igénybevételi abrak szerkesztése a 117/c. &niatél leolvashato.
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erdvel helyettesitjuk (118. abra). Most tehatl]

_6Mj —_

I2 1

-oM, __fi°

l;

A CLAPEYRON-egyenlet:

—fl® fl
ZMBIZ ) , MB:_E.

Az A reakcio szamitasa gMismeretében:

2 2
P__fir 8
8

A B reakcio: A-fl+B=0, B :%Sfl.

Oldjuk meg a 114.
abraval kapcsolatban
ismertetett feladatot a
CLAPEYRON-
egyenlettel!

A befogast két,

egymashoz  végtelen
kozeli, parhuzamos
|2:0; MA=O! MCan

6M . Y . .
=0. A | b mennyiséget most tablazatbdl vessziik:
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Erdekes, hogy a tartd a szilkséges keresztmetsgeitak szempontjabél nem

elénydsebb egy ugyanilyen tamaszlkoegyszeii kéttamaszu tartonal. Ugyanis
|2

mindkét esetbe1‘M|max =f 5

2.14. Keretszerkezetek, lemezek

KERETSZERKEZETEK

A keretszerkezetekgymassal mereven kapcsol6do rudakbol épulneldfeierev

kapcsolat kdvetkeztében a kapcsoldédas helyén, mamamtokbana rudak altal

bezart sz6gek a terhelés utan is valtozatlanok efexncsomoépont az egyik rudrol
a masikra nem csak &y hanem nyomatékot is kdzvetithet. A tovabbiakban
egyenes tengelyrudakbadl allo keretszerkezetekkel foglalkozunkefsszik, hogy

a radtengelyek egy sikban vannak, azaz silkegbtszerkezeil van szo.

A nyitott keretszerkezet(119/a. abra) rudjai nem képeznek zart sokszoget,

ellentétben a zarkeretszerkezet
(119/b. abra).

A keretszerkezet  sztatikailag

B
4 %

hatérozatlan, ha a megfogasokndl
felléps ismeretlen reakcio

komponensek szama tébb, mint a
119.abra rendelkezésiinkre  all6  sztatikai
egyensulyi egyenleteké. A sztatikai

hatarozatlansag fokszama a f6los szamu kényszerek altal jellemzett

reakciokomponensek szama. A szerkezet lehe®leds (120/a. abra), bdleg

(120/b. abra), vegyesen (120/c. abra), sztatikaHatprozatlan (91. abra). A
keretszerkezetek szamitasanak részleteivel nenalkoglunk, a leggyakrabban
eléforduld keret- és szerkezettSipusok esetében acitieBkmponensek és az

igénybevételi abrak tiszaki tablazatokban rendelkezésre allnak.
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Megmutatjuk azonban, hogy a legfontosabb

- |
keretszerkezet-tipus, a kétcsuklés keret, a | : , 5
rendelkezésunkre allo eszkdzokkel miként vizsgélhat "

Példaként vegylk a 121. abran lathato kétcsukhiigth - X e
keretszerkezetet, melyet egyetlen koncentrélterhel. A T :
reakcickomponensek szama 4, a szerkezet sztagkaila ! \£

egyszeresen hatarozatlan. A szimmetriabol kovétkgz D.
121.abra
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Az ismeretlen A komponenst abbdl a feltétélbhatarozzuk meg, hogy az A
csomépont nem mozdul el, tehat ha a szerkezetds#hol szarmazo energidjat

Ax-szerint derivaljuk, zérust kell kapni.

1h 1/2F
O, =2 — [(-A_x)?dx+ | (=x—-A_h)?dx |=0

oM _ M _

oA, oA,
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1/2

[=AX)(=x)dx + | (gx - Ah)(-h)dx =0

2
Lo A=— 3 __F
8(2h? +3ih)

LEMEZEK

A lemezolyan test, melyet két, egymashoz kézel tekendszerint parhuzamos

sik hatarol.

A kovetkedkben feltesszik, hogy a lemez vékony, azaz a ve&t@g a
lemezsikba ésmeéretekhez képest kicsiny, tovabba a lemez ledajis kicsiny.

Az ilyen feltételeknek eleget tédemezek a faiparban is nagy jekésddiek.

Az alabbiakban csupan a lemezekben és a rudakladakkio feszultségallapot,

valamint a deformalédas kilonkisggére fogunk ramutatni.

Legyen egy téglalap alaku lemez terhelése a lenkggra mebleges (122. abra).
Az ilyen lemez egy részének deformalt alakja —€fedt hogy a végedt elég

tavoli részekél van sz6 — olyan hengerfeliletnek tekintlietthelynek alkotoi a
lemez hosszabbik oldalaval parhuzamosak. Vizsgalugg e hengerfeliilet
egységnyi széles savjat, melyet az alkotdkra 6leges sikok vagnak ki a

feliletsl! Feltevéseinket a kbvetkézanegallapitasokkal egészitjuk ki:
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- a lemez kozépsikja a hajlitas sordn semleges mét@@d (nem szenved
deformalédast),

- alemezsav keresztmetszetei a hajlitas utan i& silewadnak,

- akozépsikra méteges fesziltségek elhanyagolhatéak.

Legyen a lemez vastagsaga h, a semleges rétegleformilgara R, a vizsgalt

helyen a hajlitd nyomaték M.

A lemezsav vonalkazott részen (122/b. abra) ekkmqrés o, fesziltsegek

ébrednek.
A prizmatikus radnal latottakhoz képest figyelenméltdé, hogy most y iranyu
feszlltségekkel is szamo9lni kell, melyek a lemezgdranyd deformaldédasat

gatoljak.
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Ugyanolyan meggondolasokkal, mint korabban a tidzgitas targyalasanal,

belathatd, hogy a vonalkazott rész fajlagos hodswésa ¢, =%, s mivel y

iranyt deformalodas nincs, = .0

A megfeleb fesziltségeket a HOOKE-torvény segitségével kafdjuk)

1 1
8X :_(ox _I'lo-y)’ Ey :O:_(oy _IJOX), Oy = uo-xa
E E
z_1 1 2
e, =—=—=(0,-Ho,)==(0, —U0,),
X R E( X I"l y) E( X I"l x)
o, :Z—EZ, oy:LE2 o, €s 0, tehat  linearis
R@-p%) R@-p)

flggvénye z-nek.
A lemezsavot terhélhajlitd nyomatékot igy szamithatjuk:

h/2 h/2 Eh3
M, = J' 0,zdz=——— I Z’dz=————,  melyldl
-h/2 -PIR ), 120-p )R
3
1:%, ah Eh 5
R D 12(1- p2)

Ez a D mennyiség a lemez hajlitherevsége mely a rudaknal szeréplEl

mennyiségnek felel meg.

Hasonlitsuk 6ssze a rad és a lemez gorbileti vistirHa a lemezsavot magaban

allo radkeént tekintjuk, gorbulete:

g =t oM, _12M,
" R EI Eh®

r

A lemezsav tényleges gorbulete:



_M, _12M, @-p%)
S .

g =1
'R =

A ket gorbulet aré\nyag—r =
g 1-p

2"

Amint lathatd, a lemez merevsége nagyobb, mindé.ra

2

Kis lehajlasok eseténFle— = 3

>~ S igy az elemi sav rugalmas vonalanak
X

differencialegyenlete:

#z__m,
dx? D

A lemez deformalédasanak vizsgélata ennek a diftéaéegyenletnek az

integralasara vezetltetissza.
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