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KINEMATIKA ES KINETIKA

3.1. Mozgasfuggvény

BEVEZETES

A kinematika a mechanikai mozgas térbeli ésshdli lefolyasat vizsgalja, |ényegében
geometriai szempontbdl, fliggetlenil a mozgasidéks oktol. A kinetika a mozgast
befolyasolo okokat tarja fel. E két tudomanyag neitaszthato el egymastodl élesen. Ez a

jegyzet a kinematikéat és a kinetikat egyutt targyal

Valamely test térben és dden végbeméh mozgasanak leirasdhoz mindig valamilyen

vonatkoztatasrendszdr — egy masik testhez kotott koordinata —rendszekell felvenni.

Vonatkoztatasi rendszer nélkil a test mozgasarahsesem mondhatunk. Természetesen a
vizsgalt mozgas fligg a valasztott koordinata-read&z vagyis a mozgas mindig relativ, egy
bizonyos vonatkoztatasi rendszerhez viszonyitothekhanika néhany alaptételre, a Newton-
axiomakra épul. Ezek az alaptételek csak meghaitiran6don valasztott koordinata-
rendszerekben érvényesek. Pusztan kinematikaialetsds céljabol azonban mas koordinata-
rendszereket is alkalmazhatunk. A kinematikai ésetikai mennyiségek — példaul a
koordinatak, eik — méréséhez mértekrendszert kell valasztani.valkibiakban kizardlag a

nemzetkdzimértékrendszer(Sl) alkalmazzuk, melynek hasznalatat a magyabsnyok

(MSZ4900) kotelegen ebirjak. A nemzetk6zi mértékegységrendszer mechanikai
alapegységei: a méter (m), a masodperc (s) ésogr&aihm (kg). Egy test mozgasanak
vizsgalatanal ismerni kell valamelyik pontjanakéldaul sulypontjanak — mozgasat, tovabba
az egész testnek a kiszemelt pont korul végzettgasa. Efordulhat, hogy az utdbbi
mozgas hidnyzik, vagy valamilyen szempontbdl elbgojhato. llyenkor az egész test helyett
egy tdmegpomak nevezett modellel dolgozhatunk. Vagyis kinekaktszempontbdl csupan

a kiszemelt pont mozgaséat vesszik figyelembe, ikimeszempontbdl pedig az egész test
tomegét. Hogy mikor engedldetneg a valésag ilyen modellel tortemelyettesitése, azt

esetenként kell elddnteni.



Mivel a fent leirt egyszér modell nagyon sok esetben hasznalhato, résziéteseb

foglalkozunk a témegpont kinematikajaval és kingjtikal.

ALAPFOGALMAK, MOZGASFUGGVENY

A vonatkoztatdsi rendszer felvétele utan beszéfiketin tomegpont _helyzébl:

koordinatainak 6sszessédlers a tomegpont mozga®l: helyzetének megvaltoztatasarol.

A vonatkoztatasi rendszer gyakran térbeli derékiskogrdinata rendszer.

A mozgas leirasa azt jelenti, hogy megadjuk azakalyeket, ahol a tomegpont a széba jov

idépontokban tartézkodik.

Az X = x(1), y = y(t), zZz(t)

Paraméteres egyenletrendszer mindetigodtban megadja tomegpont helyzetét.

Tomorebb jelélésmadot alkalmazva azt is mondhatjoky a mozgast az

F=T(t) (m)

Vektor-skalar fuggvény irja le. Ez a
flggvény a t paraméter minden
szObba jov értékéhez egy olyan
vektort rendel, melynek ke#dontja

a koordinata rendszer kejmbntja,
végpontja a mozgo pont (123. abra).
Az T1(t) vektor a tobmegpont

helyvektoa. A helyvektorok

végpontjanak 0sszessége a mozg

123.4bra

pont altal leirt _palya. Az

T=7(t) figgvény neve: mozgasfliggvényz a fliggvény tapasztalatunk szerint egyérték

folytonos.

A helyvektor felbonthaté a koordinata tengelyekb@thuzamos 6sszetikre:



T=T +T, +T, =xi +yj+zk,

xThyTrl,
ahol az x = x(t), y = y(t), z = z(t) komponensekidd figgvényei, i, j, k a vonatkoztatasi
rendszer alapvektorai. A tOmegport =t, —t intervallumban tortéh elmozdulda a
Ar =T7(t,) —T(t,) vektor. Ha a tdomegpont valamilyen adott gérbén agpakkor a mozgéas
leirdsa a kovetkéképpen torténhet: a palyagérbén megadunk egy i&styiezen azt értjik,
hogy megadunk egy haladasi iranyt) és kijeldlink 6gkezdpontot. Ezutan a tdmegpont
helyzetét minden pillanatban meghatarozza egyetidat, az 0-t6l a tdmegpontig mért
eléjeles ivhossz (124. abra). Az $jeles ivhossz neve: ivkoordinatdost tehat a mozgast a

palyabefutdsanakbrvénye,az s = s(t) (m) figgvény irja le.

Egy derékszd@y koordinata
/}\ rendszer valamelyik tengelyén

S5 g mozgo tomegpont esetén
\(/; iu e = ivkoordinataul a  tdmegpont
O_ o megfeleb koordinatajat
- valasztjuk.
. Ha a tdmegpont;t tp, idékdzben
124 .4bra

egy palyaszakasz minden pontjan

csak egyszer halad at, akkor az addikidben megtett (a palyaszakasz hossza.

A térben mozgo témegpont egy sikra vagy egy egyenematkozo vetllletének mozgasat az

eredeti mozgas vetulethozgaanak nevezzuk. LegyenyPa P pont vetilete az x, y sikon.

Ekkor By pélyaja a P pont palyajanak vetilete (125. abrajelPaz x tengelyre vonatkozo

vetllete R. Ha P mozgastorvénye

X=x@), y=y), z=z(1),

akkor B mozgéstorvénye

x=X(t), y=0, z=0.



Hasonlé a helyzet az y, z tengelyre vonatkozo
vetlleti mozgasokndl is. A vetlleti pontok

helyvektorait,, T, T,-veljelolve irhatjuk:

Ezért a P mozgasat a harom vetlleti mozgé
ered mozgaanak is mondjak. R R, P,

mozgasa az_ 0sszetemozgas P mozgésat

meghatarozza két koordinata sikon megado
vetlleti mozgas (ezek nem flggetlenek

egymastol) vagy egy koordinata sikon és egy,

125.4bra

sikra meéleges tengelyen megadott vetileti mozgas.

POLARKOORDINATA-RENDSZER ALKALMAZASA

Sikbeli mozgéas esetén olykoteyds a mozgast polarkoordinata rendszerben vizisgaln

A tbmegpont helyzetét — vagyis az helyvektort — jellemezhetjik egy 0 kegumbntd, x

tengelyi polarkoordinata rendszerben (12€
abra). A két koordinata a kovetkezr = f|,
vagyis a pontnak a koordindta rendsz:
kezdpontjatél meért tavolsagag, vagyis a
helyvektornak polartengellyel bezar
(iranyitott) szbge: E koordinaték persze aZ ic

fliggvényei, mas széval a pont mozgasat az
r=r(), ¢=0¢()

paraméteres egyenletrendszerrel adjuk meg.

-
Xv

126.4bra



22. Példa

irjuk le a firészkeret mozgasat! A keret mozgasat a 127. alEthatd Gn._forgattyus
mechanizmusvégzi. Az r hosszusagu forgattyukar egyenleteseagf az idegység alatt

sOport szoge. Az r, | thvolsagok ismertek.

Megoldas.

Jellemezzik a keret helyzetét az s ivkoordinatav
Tegyuk fel, hogy a forgattyukar fuggges helyzetd
indult el. tidb alatt a forgattyukar altal s6port szogq .

Az abra derékszdigharomszogeid:

— 2 2 ain2 — —
s=rcoswt+4/I°-r°sin“wt, s, =r+l, s, =1-r.

23. Példa
Egy 0 kezdpontu félegyenes egyenletesen forog NN
koral (az egysegnyi i alatt soport szégw), 127.4bra

mikdzben egy egyenletesen mozg6 pont halad rajta,

Po-b6l  kiindulva 0 felé. Az

W <}-\ egyenletesen mozgd pont egységnyi
OO« | id6 alatt v méter utat tesz meg (128.
- e
abra).
“"‘h.,;‘/~ Vizsgéliuk meg a mozgd pont
e palydjat a papir sikjgban, ha

OR =R,.
128.4bra



Megoldas.
Vizsgaljuk meg a palyat a félegyenes kélmelyzetével egybeés polarkoordinata
rendszerben. t imulva a polarkoordinatak a kovetkiéz

r=R, —vt ¢ = wt.

Ez az archimedesipiralis(129. abra) paraméteres egyenlete. A paramétarskdbolve

r:RO_Vg. OQTO /oo Oo
W o\:\ I / /O/p
" \\ i // //// %o
bW O . >l ol
] Ry oot T B C
A mozg6 pontT =—2 id6é mulva jut 0-ba. e ————
v T TN °
3.2. Sebessé E \\ °
.2. Sebesséq, gyorsulas = e °
\\ G
ELOKESZITES 129.4bra '

Az alabbiakban felsoroljuk a térgérbék elméleténsdhany olyan alapvét fogalmat,
melyekre a ké&tbbiekben sziikséglnk lesz.
- Térgorbe_érirje: a térgbrbe P pontbeli ériije a gorbe P és Q pontjain atnden
egyenes hatarhelyzete, rdidQ - P.
- Teérgorbe simuldsikjea térgoérbe P pontbeli simulésikja a gérbe haromtjan atmeé
sik hatarhelyzete, méth a harom pont tart P-hez.
- Térgorbe simulékdrea térgdrbe P pontbeli simulékdre a gérbe harontjgoratmen
kor hatarhelyzete, mésh a hdrom pont tart P
ponthoz. A simuldkér sikja azonos ¢

simulosikéval.

Ha a térgdrbének iranyitast adunk, beszélheti
valamely ponthoz tartozé pozitiv irany(€ érintd
egységvektadl (130. abra). A P pontbdl a simulékai

kozéppontja felé iranyuld6 az nfénormalis




egységvektorAz elbbbi kettire mesleges ab = exn binormalisegységvektor.

Az y =Yy(x) vektor-skalar fuggvény derivaltja %_3_’ = Io'”(‘) y(x + AAx) -y(x)
X 0= X

vektor, melynek
allasa azonos ay(x)téergorbe megfelélpontbeli érinbjének allasaval. Ha az x paraméter az
s ebjeles ivhossz vagy ivkoordinata, akkg% =€, a pozitiv iranya érirgt egységvektor. A

<
vektor-skalar fuggvéenyek differencialasi szabélgasonldéak a skalarfiggvények derivalasi
szabalyaihoz.

A SEBESSEG ES GYORSULAS DEFINICIOJA

Mozogjon a tdmegpont az ismert palyan az s=s(tyétdy szerint. Valamely t, & t

idok6zben a mozgasrdl bizonyos méttdklvilagositast nydjt a

_As st +At) —s(t)

At At

Hanyados: a mozgasnak & idékdzre szamitott atlagopdlyasebességdcz a skalaris

mennyiség t-nek é9\ -mek is fliggvénye, s anndl pontosabban jellemzi azgast a t
idépontban, minél kisebbA .t A mozgas t-beli pontos jellerie az atlagsebességnek

At - 0 -raadodo hatarértéke — a mar csak fitggo — palyasebesséq:

. . + -
Vv =1lim Vg = ||mw:d_S
A0 At-0 At dt

=S

(Az id6 szerinti derivalast a derivalandé mennyiség jélé fett ponttal jeloljuk).

Vagyis a palyasebesség az ivkoordinaté

szerinti el$ derivaltja. Hasonloan jarhatunk e
akkor is, ha a mozgas=r(t) alakban adott. Ha
a mozgo pont t pillanatban a pélya P helyén \
(131. abra), tA tidépontban pedig g-ban

131.4bra



akkor aA tidékézben végbement mozgas atlagsebesseég

_Ar _T(t+At) —T(1)

At At '
Ez a vektor aAr vektorral egyallasu és t-n kivih -riek is fiiggvénye. A mozgas pontos
jellemzésére ismét az atlagsebesség veltor- Otra adddd hatarértéke, a sebesség

alkalmas:

. LoT(t+ =T
v=Ilimv, =Ilim rt+An -r(t :ﬁ
At-0 At-0 At dt

=7 (m3™).

A sebességvektor tehat a helyvektos gkerinti el§ derivaltja. Ez olyan vektor, melynek
koordinatai a helyvektor koordinatainaksidzerinti derivaltjai. A tovabbiakban feltesszik,
hogy az s=s(t) és ae=T7(t) fuggvények az iél szerint legalabb kétszer derivalhatdék. Ez a
vektor csak t-nek figgvénye, allasa megegyezikhePtartozo6 éridgvel, iranya pedig a P-

beli mozgasirannyal. A sebességvektort a P poritbgik.

Az T =xi +yj+ zk mozgasfiiggvérypont sebessége a definicio értelmében
V=Xi+tyj+zk,

ahol azx = x(t), y=y(t), z= "z(tpkalaris fliggvények a sebességkomponensek.

A sebességvektor a helyvektor valtozasanak jelgenz
A pélyasebesség valtozast egy adott pillanatbanalgagebesség dd szerinti derivaltja

mutatja. Ez a palyagyorsulas:

a, = lim v(t +At) —v(t) :ﬂ

=v=3§ (m3?).
A-0 At dt

A sebességvektor valtozasanak jelléfaza_gyorsulashasonléan definialhato:

10



o jim VT AY V(1) _ v

a= =vV=Tt (Mm37).
At-0 At dt

AzT =xi +yj + zk mozgasfliggvéniypont gyorsulasa deréksZbgomponensekkel:
a=xXi+yj+zk.
A gyorsulasvektort a mozg6 ponthoz koétjik.

Felbonthatjuk a sebességvektort és a gyorsulasvektpalyagorbe természetes koordinata-

rendszerében is.
Megmutathatd, hogy haenb a palyagérbe természetes koordinata rendsderé
egységvektorai, R a palyagorbe simulokérének suganmozgastorvény =T(s), s=s(t),

akkor:

V=\Ve=5g
_ _ _dv_ VR_ . &_
a=a,+ta,=—e+ n="%+-—n.
R
Az 3,=\Ve érintbleges Osszetév neve:
palyamentivagy tangencialigyorsulas. \-\\

2
Az a, :VEﬁ Osszetedeé: centripetélisvagy

. ) VP
normalis gyorsulas A skalaris v és R

mennyiségek a gyorsulas palyamenti, il

centripetalis komponensei.

/.
/simulostk

Amint a fentiekId! kitiinik, altalanos esetben - y
S,

a gyorsulasvektor a palyagoérbe P-be
simuldsikjaban fekszik, s a sebességvektor| 132.abra

0< ¢ <m (132. abra) szdget zar be.

Masképpen: a gyorsulasvektor az ériattal kettéosztott simulésiknak abban a felébem va
amelyben a gorbuleti kozéppont. A mozgas gyorshi,a vizsgalt pillanatban létezik
gyorsulasvektor, vagyis ha a két gyorsulaskompokéral legalabb az egyik nem zérus. Az
a. komponens csak a palyasebesség valtozasatol dlpdlya alakjatol fliggetlera, iranya
megegye& vagy ellenke&d a sebesség iranyaval az alojelének megfelélen. Ha a

palyasebesség alland@=8. A nem negativgkomponens a palyasebesség nagysagatol és a

11



palya alakjatél, pontosabban annékgbrbijletédﬂ fligg. Ha a palya egyenes, akkor — véges

sebesség és végtelen gorbileti sugar folytd6.a

Az alabbi dbrasor néhany specidlis esetet szeitn{&B8&. 4bra):

A v=const PR
= /.-'
o Jv=const..
133.4bra

A hétkdznapi nyelvhasznalat ,gyorsul6” mozgasr@4#, haa,) Oes ,lassulo”-rol, hea,( 0

Gorbe palyan mozg6 pont valojaban mindig gyorsubzgast végez, mert legalabblétezik.

Inflexids pontban azonbaR =« miatt egy pillanatra dihhet a gyorsulas.

Olykor hasznos lehet az a tétel, mely szerint aegjpont vetileti mozgasanak sebessége,

gyorsulasa az eredeti mozgas sebességeének, itkugisanak vetiilete.

A SEBESSEGVEKTOR POLARKOORDINATA RENDSZERBEN

i‘n \7,1.
Vot t o2
¢ >§//"
e

BN R

134.4bra

Ha a mozgast polarkoordinata rendszerben vizsgadjuk
sebességvektort egy helyvektorral egyirargiiés egy
arra mebleges € egységvektor lineéris

kombinaciojaként irhatjuk fel (134. abra). Mitlezt a
felbontast megadnank, ramutatunk arra, hogy a

¢ polarkoordinata idbeli valtozasa éppen gy

jellemezhed a ¢ (t) fliggvény id szerinti derivaltjaval,

miként az ivkoordinata valtozdsa s{gl. Vagyis beszélhetink egy szodgkoordinata

sebesség8ris. A ¢ (t) fliggvény ¢ (t) derivaltja azr vektor skalarisszogsebesség&zek

12



utan a polarkoordinata rendszerben vizsgélt mozg@lsességvektoranak felbontasa a
kovetked:

24. Példa
Szamitsuk ki a 22. Példaban szeddfitészkeret palyasebességét.

Megoldas.

Mint lattuk, az ivkoordinata s=r cast++/1*> = r?sin*wt volt.

- 2r? sinwt [ocoswt

A palyasebességq = $= —rwsinwt + _
217 = r2sin® et

r’wsin2ot

§=-rwsinwt - :
212 = r2sin? oot

25. Példa
Vizsgaljuk meg az egyenletes kdrmozgéas kinematilszionyait, a mozgasok leirasara tanult
kulénbd® moédszereket alkalmazva! Legyen a palyakér sugara Rozgd ponthoz tartozé

sugar szogsebessége. Ivkoordinata alkalmazéasaval

135. abra).
( ) ki - g
s=Rwt, v=5§=Rw, §=0. AN
5 “O\S
4
Derékszo¢ koordinatakkal (136. abra): Oci?-f?*ﬁ_t- : ,5__L
135.4bra
. Rcoswt S — Rwsinowt
Rsinwt Rwcoswt :
Ya
__.[-Ru’cosut o
a=rt _ a
- Rw’sinwt. ﬁ‘c\
oWty i |
X
136.4bra

13



A sebesség- és gyorsulasvektor elhelyezkedésamadasa végett szamitsuk ki a

természetes koordinata rendszerre vonatkozé kompeket és dbrazoljukyg a vektorokat

(137. abra)!

Mint lattuk,
V2
v=Rw, a,=%=0, a,=— =R, tehat a=a, . R
R e\
-’5/;’{’” NS
Végul polarkoordinata rendszerben (138. abra): / ‘
ARG ¢
137.4bra
T{ R V{ 0
1 ) “Q’\ -
wt Rw T
/
A
a gyorsulasvektorral nem foglalkozunk. /V\
N ot
ol e
138.4bra

3.3. Kinematikai alapfeladatok.

Ismert palya esetén az s=s(t) figgvény a mozgfsséa meghatarozza. Ebben az esetben
differencialdsokkal allithatjuk éla palyasebességet és a palyagyorsulést.

Eléfordulhat azonban, hogy a mozgasjelléknz (S5 Synem az id, hanem egymas
fuggvényében ismeretesek. A mozgas 0sszes lehstséggadasi modjait az alabbi

tablazatban szemlélteti:

t S S [
t| - te) te tE
s|st) - [s®)] s®
5|8t 59 -
§|5(t) s BB -

A tablazat masodik rovataban és harmadik oszlopatl@anfiiggvény jelentése példaul: a
mozgas s=s(s alakban adott, vagyis az ivkoordindta a pélysssdgp fluggvényekent

ismeretes.

14



A tablazat tizenkét fuggvényének barmelyikEb- esetleg tovabbi adatok ismeretében —

eléallithatd a tobbi tizenegy barmelyike. Az ilyen &imatikaialapfeladatokozil néhanynak

a megoldasat mutatjuk be.
Adott: v =5(t) és az dsszetartozs) & ertékpar, keressuk az s=s(t) fuggvenyt.

Megoldas:

. ds . Iy
v=s=_ ds=sdt Sjods_js(t) dt,

to

S=s,+ jS(t)dt.

Ha a palyagyorsulas ismert azdéidiiggvényében, hasonléan, integralassal kapjuk a
palyasebességet. Ekkor ismerni kell 6sszetarto#é éd palyasebesség-adatokat. Tovabbi
kinematikai feladat:
Adott: 5=5(9), S, V,

Keressuk a v(s) fluggvényt.

v:\/v§+2J"‘s(sw)ds vagy v=- /V§+ZI'S(S)dS

Az s=s(t), v=8§=4§(t), a, =5="9(t)fuggvények grafikonjai az un. kinematikdiagramok

Megoldas:

(foronomia gorbék). Nem tévesztéhdissze a palyagorbével!

Természetesen ezek a grafikonok meghatarozott &igploan allnak egymassal, hiszen azok a
fuggvények, melyeket abrazolnak, egymasbdl diffei@assal, ill. Integralassal nyertiet A

valamely zart intervallumban folytonos egyvalto#(g figgvény és F(x) primitiv figgvénye
b
kozott fennalld J' f(x)dx =F(b) — F@@) 0sszefliggés, valamint az $,” d€z06tti kapcsolat

alapjan megallapitjuk, hogy: Adot, t t, id6kdzben az ivkoordinata megvaltozasa egyen|

v-t 4bra alatti sikidom 8jeles teriiletével.
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st =s(t,) - s(t,).

Adott t;, t, idok6zben a palyasebesség megvaltozasa efyenla-t abra alatti sikidom

eléjeles tertletével:
ty
[s(tydt =5(t,) - (t,).
4

Legyen példéuls:2—t+%t2, §=-1+t, §=1 t,=0 t,=2. Szamitsuk ki az

ivkoordinata és a palyasebesség megvaltozasat adawieghkozben:

As=s(2)—s(0)=2—2+%[22—2:o, AV =52)-50)=-1+2-(-1) =2,

e

=
[ o I AU
~v

~N

N

ny

I

-.\

-,

.V

139. abra
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A kinematikai diagramokrol ugyanezt az eredményashatjuk le (139. abra)
Az s(t), §(t),’s(t) kinematikai diagramokbdl é&llithaték az  5(s), 5(),” S(S) kinematikai
diagramok is. llyen szerkesztés is nyomon kovétretll0. abran:” s(s)diagram. Ha a

kinematikai diagramok kozul valamelyik szerkesziggly kdzvetlen mérés alapjan adott,
akkor a hianyz6 diagramok d&élllitasa grafikus aton torténhet. llyenkor grafikus
differencialasai, ill. integralasi ajanlassal érip&lt. E mobdszereket iliéen a felsorolt

irodalomra utalunk.

26. Példa

Egy jarmi lehetséges legnagyobb gyorsulasa, (ill. lassukkgg)legnagyobb palyasebessége
Vimax:

Hatarozzuk meg azt a legkiseblbtidmely alatt a jarrih egy d hosszlUsagu palyaszakaszt
befuthat.

Megoldas.

Vazoljuk fel a sebességabrat (140. abra)! A lediisenenetidre torekszink, tehat a
lehetséges legnagyobb gyorsulassal érjuk glcot. A gyorsitdshoz sziikségeso id;.
Maximalis sebességgel halad a jartnideig, t id6 alatt lassul le ismét zérus sebességre. A

teljes menetid:

T=21 + b. » Sk 90
Vrm / \
,/
f N\
Az abra geometrigjabdl, ill. a sebességal / G R . T
tulajdonsagaibol kévetkezik, hogy LS IS I - T [
140.4bra
t1=M’ dzvmax(tl+t2)' t,= d -4 = d — Yo
ax max Vmax amax
T et d + Vmax D
Vmax amax
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3.4. A kinetika axidmai és a tomegpont mozgaseqyers

NEWTON-AXIOMAK
A kinetika f6feladata a testek mozgésanak leirasa a testeldetiktismeretében.
Ezt a feladatot néhany alapfeltevés — a NEWTON-féléna&k — segitségével oldjuk meg.

Ezek a tdbmegpontra érvényes kijelentések kozvetlapii bizonyitottak, helyességikre a

beblik kovetked megallapitasok s a tapasztalat egyezidéivetkeztetiink.

egyenletes mozgasnak az allapotaban mig mas testi@ai allapotat meg nem valtoztatjak.

A testek azon tulajdonsagat, hogy Kilsatas hianydban sebességallapotukat valtozatlanul

megtartjak, _tehetetlenségneliz axiomat pedig tehetetlensédrvényénekis nevezik. A

tehetetlenség torvénye kozvetlenll nem igazolhatért a testeket mas testek hatasa alol
telie3sen kivonni nem tudjuk. A torvény egyertéége vegett meg kell allapitani, hogy a
nyugalmi helyzetet mihez viszonyitsuk. NEWTON az axdb az abszolut nyugalomban éév
térre vonatkoztatta. Ez utobbi fogalom azonban arkde szamara nem hasznosithatd. A
torvény lényeges tartalmanak ma ezt tekintjuk, hogn olyan rendszer — az un.

tehetetlenségi vagy inercia-rendseeglyben érvényes az élaxioma.

A kinetika egyéb torvényeit is ilyen rendszerre atwoztatjuk. Az eddigi tapasztalatok szerint
— az asztronémiaban hasznalt — bizonyos allocsilagz kotétt koordinata-rendszer, inercia-
rendszer. A riszaki mechanikaban a Foldhoz kotott koordinata seed is sok esetben
inercia-rendszernek tekinttéet

d(mv)

"
!
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Itt Vva tdbmegpont sebessége, az m aranyossagi temeggzpozitiv, a test tehetetlenségének
mertéket kifejeé fizikai mennyiség, a test tomeg@eontosabban tehetetlen tomege). A tdmeg
a testnek egyik legfontosabb jellefjeg, mely (nem atomi méngtés nem nagyon nagy
sebességtestek esetén (allandd a®idl, a helytl, a test mozgasatol és a rea hatsket

fuggetlen). llyen esetben a masodik axioma

2|9
1
3I
1
Tl

Alakban is felirhat6.

Az az ef, melyet a Fold valamely testre kifejt, a test alfgulyon gyakran csak az emlitett
eré nagysagat ertik). Egy adott test sulya — tomegéitehtétben — a tér kilonb®helyein
mas és mas. Tapasztalatunk szerint a szabadaestisek gyorsulasa a tér egy adott helyén
minden testre ugyanaz (Iéglres térben).

Egy m tomeg test sulya olyan helyen, ahol a gyorsul@s a Il. axibma értelmében
G =nmg, iII.‘G‘ =G és |§| =g jeloléssel G=mg. Az érnagysaganak mértékegysége a newton

(N), az az &, mely az egységnyi gyorsulassal mozg6 egységmedfie hat:
1N=1kg.m.3%.

A régebben hasznalatos kilopond vagy kilogrammsgsly newton kozotti kapcsolat: 1 kp
9,81 N.

Ha egy anyagi pont vagy altaldban egy test egykntéasire hatast gyakorol, akkor a masik

test is hatast fejt ki az éle s e két €regyend nagy és ellentétes iranyl. Tehat ha az A test

altal a B testre kifejtett 6rF,,s a B test altal az A-ra gyakorolt hatBs, , akkor

egyidejileg tdbb e$ hat, ezek egyittes hatasa egyendérigk etk vektoralis sszegzéssel
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nyert eredjének hatasaval. Ha az m toniegnyagi pontra haté & F, F,,....F, s az altaluk
létrehozott gyorsulasok kiléa ,a,,...,a,, akkor

R+R+.tF =M@ +3,+..+3).

A KINETIKA ALAPEGYENLETE

A tomegpont kinematikaja és kinetikaja kozott kapatot teremi F=ma alaptorvényt a

dinamika alapegyenl@nek is nevezik. Ha az &rés gyorsulast derékszbgoordinata

rendszerben bontjuk fel, az alapegyenlet a kovétkézot Olti:

F = mX, K, =my, F,=mz

F«w K, F az ebkomponensek,” X,y,za gyorsulaskomponensek. A felbontas torténhet a

tobmegpont palyajanak természetes koordinata rerésze is.

Mint lattuk, a gyorsulasvektor felirhatdo édntranyu a, és normalis iranyls, 6sszetetk

0sszegekent. A Il. axioma értelmében mondhatjugyl@témegpontra

FE=ma, ill. F=ma,

ers hat. Az | e neve:_érinflegesvagy tangencialiers. F, neve:_normalivagy centripetalis
er6 (141. abra). Felhivjuk a figyelmet arra ag ¢entripetalis € — vagyis a centripetalis
gyorsulast dlidezs e — nem tévesztewdodssze azzal az gc;}

erével, melyet a tdmegpont gyakorol az-tFszolgaltatd %/%Wan i

testre. Ez a reakciGgn centripetali€rs ellenereje. ¥

, o i aq
A  természetes koordinata  rendszerben @ felbontott : "
gyorsulasnak binormalis iranyu 6sszéjewnincs, igy 5=0. 141.4bra

Ebben a koordinata rendszerben tehat az alapegyegnleéz ki komponens alakban:
2 =2

Fezm%:mé, F, :mv—:ms—.
dt R R

E két egyenlet kozil az élssl kdvetkezik, hogy:
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allando palyasebesség — vag%’rt\éz 0 esetén F, =0,

valtozo palyasebesseg esefer 0.

A masodik egyenlet értelmében: allando palyaselgessétenF, - «, ha R - 0,allando

gorbdleti sugar esetél, — «, hav - 0.

Mozgd6 tdmegpontra haté@mindkét komponense csak abban az esetben zérusltaado

€s a gorbuleti sugar veégtelen nagy. A mozgaseggdnlkét feladattipus megoldasara
alkalmasak:

1. Ismert a tbmegpont mozgasa €s keressik a moz§asizlercket.
Rendszerint adott a palya és a palyabefutdsanegnye.
llyenkor célszel az alapegyenlet:

2
F = m%, F, = mVE alakjat alkalmazni.

2. Ismertesse a tomegpontra hdé= F(t,7,T) és keressiik a létrejpvmozgast, vagyis
azt azt =7(t) fuggvényt, mely a7 =mr differencial egyenletet kielégiti.

Ez a feladat tipus nehezebb, és nem minden eselttleaté meg szigorian. A megoldashoz

ismerni kell a4 idéponthoz tartozd,,t, kezdeti értékeket, 6sszesen 6 allandat.
27. Példa

Adott a 142. 4bran lathatd, vizszintes sikon nyuguda fellileii hasabok m m, témege,
valamint az F €.

Meghatarozandé az mmedi hasabra hatd Ero.

Megoldas.
Az alapegyenlet az miémedi hasébra: jo. e 'g
. , , v m“'@g T4 ; |
F = m & ahol a a két hasab kozos ,_T,_-,;w A s
. ) AMNNNNN
palyagyorsulasa.
142.abra
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Ez az F= (nmy)a egyenletidl:

.tehat a keresett&rF = m, ¢

ml+m2 ml+m2

28. Példa

G sulyud jarnti alland6 v palyasebességgel halad végig a vaziylhg#akaszon (143. abra). A
palya gorbileti sugara a legfél® pontban R. Mekkora @rel nyomja a jarrh a palyat P-

ben?
Megoldas.
\(_', > P A keresett aeivel egyend nagy, de ellentétes
M T et gyakorol a talaj a jarfite. A
tobmegpontra haté éket, a sebességet és a
CC/ gyorsulast — mely most azonos a centripetalis
143.4bra gyorsulassal — a 144. abra  szemlélteti.

Az alapegyenlet:
3
=Y
A

R
&=, °
144. abra

ekkora eével nyomja a jarm a talajt.
v =,/gR sebesség esetén a jdirkereke és a talaj kozotti&tadas megsnik. Ha a palya

gorbileti sugara azonos a FoOld sugaraval (kb. 6400), akkor az dfatadas

V= \/981[6400000 =79236m /s=8km /ssebességnél éaik meg.

Kdrulbelil ekkora a Fold kdzelében keringnesterséges holdak sebessége is.
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3.5. A tdmegpont legfontosabb mozgastipusai

Az aladbbiakban attekintjik a tdomegpontnak iseaki gyakorlat szemszdodg#la legfontosabb
mozgastipusait.

A. Allandd sebesséiil mozgas

Mozgastorvényer =T, + Ct,T,,C allando vektoroky mértekegysége m,

t-é m.§, t#0 (145. abra).

Z
T A palya: azt, helyvektord B ponton atme

B .V
= -
T v
és ac vektorral parhuzamos egyenes (vagy

r o 3
annak része),
-
¢ S a sebességl =T =T,
/ Y fem
a gyorsulasa=r =0,

145.4bra a tomegpontra haté&rF =0.
A tomegpont akkor és csakis akkor végez

ilyen mozgast, ha a r4 hat®kreredje zérus.
E mozgasfajtat egyenesnalliegyenletesnozgasak is 4 :
nevezik. Konnyen belathat6, hodg=c jeloléssel a S /

palya befutasanak torvénye: s=st, >t

a palyasebesség.=5= ¢,

a palyagyorsulasa, =5= 0

A foronémiai gorbéket a 146.abra szemlélteti. , >t

B. Allandd gyorsulast mozgas

Mozgastorvénye: - >t

1 146.éb‘ra
T:F0+Et+§ét2 az0,

T,(m), c©m3™h), am3?  alandd vektorok.

A mozgas megallapitasanal két esetet kiilonboztetietk

a) <‘:||a, ekkor a mozgast egyenesnald,egyenletesegyorsuldmozgasak nevezik.

A palya: azt, helyvektord pontos atmén
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C és a vektorokkal parhuzamos egyenes.
A sebesség: V=t=c+at,
a gyorsulas: r=a,

a tomegpontra haté &F = ma.

Tehat a sebesség azlen linearisan valtozik, a gyorsulas allandd. Aadkioma
ertelmében a tomegpontra allando, a gyorsulassazégranyba mutatd vektoru &r

hat. E mozgastipus kinematikai és kinetikai viszihg 147.4abra szemlélteti.

a . . as® ....
a
F /’ /a%/ |
“ Vv o e -t ‘T/"
147.4bra
Z *“\/‘ A palya befutasanak torvenys=s, + ct +%aet2 :
a palyasebesséqg: v=§=c+a, t,
a t 3 palyagyorsulas: a,=".s
oL ¢ Abban az esetben, niid =0, c=0, érvényesek a
st kévetked dsszefliggések:
Qe
7 s:%aetz, v=at, v=,2as

148.4bra

A foronomiai gorbéket a 148.abra szemlélteti.

b.) Tvektor nem parhuzamasval: allandégyorsulasimozgas.

Ennél a mozgasnal az

B T
r—r():ct+§at2:rX
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_ . . . . o 1_
(az 1, helyvektord pontbol a tomegpontba mutato) vektoctaes azzatzvektorok

eredje, a tomegpont tehat mindig @ Rezdponti a és T vektorok altal kifeszitett
sikban van. Megmutathaté, hogy a péalya olyan pdaaldee, melynek tengelye
parhuzamos az vektorral.
E mozgastipusnal a sebességr =¢ +at,

agyorsulas: T=a.
Az alland6 gyorsulasu mozgas jellefitzs
a tomegpontra haté @&r a 149. abra

szemlélteti.

149 &bra Bizonyitas nélkil megemlitink két, az
allando gyorsulassal kapcsolatos tételt:
Tétel: Ha az alland6 gyorsulast mozgas sebességedbpontokbanv,, illetve v,,

akkor az emlitett ickozokben

Tétel: Ha az allandd gyorsulast mozgas sebességélbpontokbanv,, illetve v,,

az elmozdulas vektahr , a gyorsulas, akkor

. Kérmozqgés
A tomegpont_koérmozgésvégez, ha a palya kor, vagy koriv. Legfontosalsb é

legegyszdibb fajtdja az_egyenletdgbrmozgas.Ezt az jellemzi, hogy a tdmegpont

allando sebességgel halad koron, vagyis:s =allando.

Ezt a mozgastipust a 24. példaban megvizsgaltukyét csak kiegészitjuk az ottani

megallapitasokat.
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A palya egyszeri befutdsanak ideje a keringé&sivdgy
L 2n
periodus:T = . ©).
A masodpercenkénti fordulatok szdma a

frekvenciaf =+ =% ™.
T 2n

Az w=2nf 6sszefuggés alapjaa-t korfrekvenci@ak is nevezik. A kinematikai és
kinetikai viszonyokat a 150.abra szemlélteti. A
tomegpontra allandé nagysag( drat, melynek
vektora:

150.4bra

A tbmegpont mozgasa kozben az allando

nagysagur,v,avektorok allandé szdgsebességgel forognak.

Gyakran fordul € az allandé palyagyorsulasu kdrmozgas is. Ezzéssbbiekben is

foglalkozunk.

. Szabadesés, hajitasok

Ha a tomegpontot a Foéld nehézségienében magara hagyjuk és a tomegpont kezdeti

sebességev, = 0,a mozgast_szabadsések nevezik. Hav,# 0, a mozgas neve

hajlitas.

Az egyszeiiség kedvéért a lev8gellenallasat elhanyagoljuk és feltesszuk, hogy a

mozgas a foldfellilet kozelében (legfeljebb néh&y méteres magassagban) torténik.
llyen korilmények kdzoétt a szabadoné e®megpont fligdlegesen lefelé mozog,
gyorsulasénak nagysaga: g = 9,81 M és a tdmegpontra haté egyetlet @istlyeb.

A 151.4bran lathatd koordinata rendszerben
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1, 1 .,
r==gt°k, illetve z==gt",
X 29 29

T =V =gtk, illetve z=v = gt,

)
Aslo o
*i r=a=gk, illetve Z=a,=g.

A az eseés idejét T jeldlrakk

151.4bra
n=ler, 7= [
2 g

a végsebesség,, =/2g H.

Pontosabb vizsgalatok szerint a szabadesés bonyelehség (pl. a nehézségi
gyorsulas tobb valtozo figgvénye, a légellenalés manyagolhato el, a Fold forgasa
is figyelembe veent), de a niiszaki gyakorlat igényeit az egysisitett targyalasmaod

is kielégiti. A hajitasokat szokas felosztani vg#0 sebességvektor vizszintes,
flggdleges és ferde helyzete alapjan. Mi a legaltal&rtossetet tekintjik at, a ferde

hajitast,melynél av, vektornak a vizszintessel bezéart szgg(90°.

A ¢ =0 eset — a vizszintdgjitas,es ap = 90° - a figdhlegeshajitas— a ferde hajitas

kulonleges eseteinek tekintbiet A

ferdén elhajitott tbmegpontra mozgasa

i "N, kozben egyetlen é&rhat, a sulyer. A
Ch . sulye, a tomeg eés a gyorsulas
TS ‘ allandésagébdl, valamint az allando
s gyorsulasu mozgas tulajdonsagaibol
152.4bra kovetkezik, hogy a ferdén elhajitott

tomegpont palydja fuddeges tengely parabola (152. &bra). Az abran lathaté koordinata
rendszerben konnyen felirhatjuk a palya egyeniéséhéhany jelleniz adatat. Az allandé

gyorsulasu mozgasra tanultak értelmében:
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Itt ©=[ccospi +[c/sin¢ ],

a=yj=-gj.

A tomegpont koordinatai tehat=[c| jel6léssel:
. 1
Xx=ccosdpt, y=csing t-Eg £,

g 2

A palya explicit egyenlete: =X ty-————x".
palya exp gy y=xtj 27 c0gd

2
Ebbsl a hajitasi tavolsag: L :%sinzq) .

2
Ez akkor maximalis, ha =45°, ekkorL = CE :

_C’sin’ ¢

A roppéalya magassaga: H 2

E. Harmonikus rezgb6 mozgas

A kovetkedkben az egyenletes kdrmozgas vetlleti mozgasaaljek.

Egy A sugaru koron alland6 palyasebességgel moagb kezdeti helyzete legyen P
€s a ponthoz vezetsugar szdogsebessége Vetitsik a kéron mozgd pontot az 0
kezdspontu és a kor sikjaban fekx tengelyre.

A vetlleti pont mozgastorvénye a 153. abra alapjanA cos(wt—a ).

Kdnnyen belathato, hogy a tengely alkalmas
megvalasztasaval a vetileti pont
mozgastorvénye altaldban x = A cos , vagy x
=B sin(«t - ).
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Mindezeket a mozgasokat harmonikuszdd mozgasak nevezik. A mozgas

flggvényekben szereplA (ill. B) — tAvolsag dimenzidju mennyiség — arhaniku8s

rezgd mozgas amplitudé, o(pB)a nullafazisszdog vagy faziseltolé&sidgw a rezgés

vetitd szogsebessége vagy korfrekvejeidd vetlleti pont a tengelyen valtakozé

iranyban mozog, mik6zben a szarmaztatd pont beduitjdrt.

A rezgésid és rezgésszahmsonléan definidlhatd, mint a kérmozgasnal.

A harmonikus rezgmozgas

palyasebessége: v=x=-Awsin(wt+a ),

palyagyorsuldsa: a, =% =-Aw’ cos@t+a)=-w" X

A foronomiai gorbéket a 154. abra szemlélteti. Atifegyenletek®l, ill. a forondmiai
gorbékidl a harmonikus rezZgmozgas koévetkézfontos tulajdonsagai

olvashatok le:

ax,v,eT= 2n szerint periodikus
W

b) a palyasebességnek s#élértéke van,

\/ midén az ivkoordinata zérus és megforditva,
c) a palyagyorsulasnak sz&l€rtéke van

midén |x|=A, x=0-ndl a palyagyorsulas

M zérus,
| d) a pélyagyorsulas egyenesen aranyos az

_Aafl/

154.4bra

ivkoordinataval, de ellentételii.

wk
~
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——— —
-—— - ——
H ................... 8---- *—C ..... H_.I
2 2
X=Aw x=0 <0 X=-Aw
A
< =
155.4bra

Megjegyezzik, hogy mindezek a tulajdonsagok betékha vetileti mozgésokra
tanultak alapjan is. A harmonikus rézgnozgast vegz témegpont mozgasjellerdit s

a rea hato ét a palya néhany pontjaban a 155. abra szemlélteti.

E mozgasfajta fiszaki jelentségét az adja, hogy a gyakorlatbarbfaduld
periodikus mozgasok sokszor, koz#dg harmonikus mozgasok, vagy ilyenékb
Osszetettnek tekinth#é. A 156. abran lathaté mechanizmusokkal megvdiasit a

harmonikus rezg§gmozgas. A kulisszasiechanizmusal (156/a) pontosan,_a forgattydas

mechanizmusal (156/b kozelfleg a kdzelités annal jobb, minél nagyobb /7).

/ Iy {
PNNNNNNNN P
\ \ %\ m/

Q. b.
156.4bra

1o )

Ha a mozgasjellenéket nem az id, hanem a koordinata fliggvényében vizsgaljuk,

akkor a kovetkek megallapitasokat tehetjik:

a) a v=v(x) — abra ellipszis,

b) az & a(x) — abra egyenes szakasz.
El6szor azt mutatjuk meg, hogy azok a pontok, melykkiszékszog koordinatai egy

harmonikus rez§mozgas 6sszetartozo x, v értékei, ellipszisen aann

Legyen a mozgasegyenlet az egyézég kedvéért
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X = Asinwt.

Ekkor v?=A%w’ cos wt =A%w’ (1-sin®wt) = A’w’ — w’x?, eblbl

2 2
X \%
=1

AT AL

Tehat az x,v koordinataju pontok egy A,wAtengelyi ellipszisen vannak (157/a.

abra).

A gyorsulas abrara vonatkozé allitas pedigaaz -w’x, [ <A Osszefiggésekb

adadik (157/b. abra).

157.4bra
Az

egyenes vonall harmonikus rézg mozgast szarmaztathattuk volna az
a, =X=-w'x=-Cx, (C)0) osszefliggésth kiindulva is. Vagyis abbol a
tulajdonsagbol, hogy a palyagyorsulas aranyosléstétes dljelii a koordinataval. A

kinetikAban gyakran felhasznaljuk, hogy az igy miéfft mozgas peridédusa

T=2n\/i.
C

F. Ciklois-mozqgas

A kovetkedkben gordih mozgast vedgr jarmikerekek, ill. kor alaka tarcsak (pl.
korfirészlapok) pontjainak mozgasaval foglalkozunk. @boh egy R sugaru

korlemez egy deréksztdoordinata rendszer x tengelyén gy, hogy kozétimoak
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sebessége allanddlegyen. t=0-nal a kérlemez kdzéppontjanak koordinkgyenek:
0, R és vizsgaljuk azon pontjanak mozgasat, ametylétben egybeesett az origéval

(158. abra)- Egy kébbi iddpontban az emlitett pont helyvektoifes= T, +T,

. TR _ et
[c=c jeloléssel ro{

R’ yt
A5
P 0 ¢
Az T, vektor felirasa végett gondoljuk meg, hogy F .9::;)2‘
korlemez mindegyik sugara (igy ag vektorral ) RII .
egybees is) egyend idok alatt egyerdt szbggel _ X
158.abra

fordul el, vagyis a koérlemez sebessége allando
érték. x, =ct=Rw t a gordulés miatt, tehab=—. Az T, vektor igy a kovetkey
R

lesz:

- Rsinﬁt
R .

- RcosEt
R

A mozgésfliggvény tehat:

ct—Rsinit
R

R-Rcos—t
R

Ez egy k6zbnséges csucsos ciklois egyenlete, adnazklois-mozgasA sebesség és

gyorsulasvektor allasat a 159. &abra
szemlélteti. A gyorsulasvektor mindig a
gordub kor pillanatnyi kézéppontjaba

mutat. A sebességvektorra vonatkozolag

késbb magyarazatot adunk. . Ha a

| 2R |
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koérlemez egy betsQ,, vagy egy, a kérlemezhez rogzitett Ki€3, pontjanak palyajat

vizsgaljuk, teljesen hasonl6 megoldassal élhetinsiek R helyett a képletben kR
szerepel. Ha k<1, akkor nyujtott, ha k>1 akkor fultrkikloist kapunk (160. &bra). Az
abra mellett feltiintettiik a gérbe paraméteres dgyrendszerét is.

Ha egy tarcsa kozéppontjanak sebessége c, s aa tdraldasa kozben

szogsebességgel forog, akkor a nydijtott, ill. hlirkdklois-palyakat leir6 pontokat

elvalaszt6 kor R sugarat Bz= < képlettel szamithatjuk ki.
W

29. Példa

Hatarozzuk meg kozetlileg a keretirész hajtoradjaban ébréert Uresjarat esetén!

A kozelités abbdl fog allni, hogy &rEszkeret mozgasat harmonikus ergozgasnak

tekintjuk, tehat a mozgast az x = r cas fuggvennyel irjuk le (lasd: 22. és 24. példa).
A hajtérudat t=0-nal fugtleges helyzdinek

..--"{ct-kRsinf%t vesszUk.

- 4
R-kR coth

Megoldas.

Legyen afirészkeret sulya G, a hajtorad altal

RO la a keretre gyakorolt érf.

Modellezzik a  (részkeretet egy
160.abra tbmegponttal, mely 0 pont kéril r
amplitddju ése korfrekvenciaju harmonikus re@gmozgast végez (161. abra). A

mozgasegyenlet:

*t | F-G=CS¢ =E(—xw2),
Pl : g g
g huzott
—2
w 2
F=ca-22).
g
nyomott A rude tehat linearisan valtozik.
A rdd nyomott a-r < x < % szakaszon,
w
161.4abra huzott a% <X <r szakaszon.
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3.6. Faforgacsold gépek kinematikajanak alapjai

RELATIV MOZGASOK

A faforgacsol6 gépek forgacsolast véggemei — fogcsucs késél — tébbnyire egyszer
mozgast végeznek a foldhdz, az allo gépalaphozttkktibrdinata rendszerben. A

palyak altalaban egyenes szakaszok, korok.

Ha azonban a mozgést — rendszerint mozgé — murddattlaz kotott koordinata
rendszerben vizsgéljuk, a forgacsol6 elemek mozgésal bonyolultabbnak talaljuk.

Gyakran mégis szukség van arra, hogy a mozgastnaadarabhoz kététt koordinata
rendszerben vizsgaljuk, vagyis a forgacsolast &égdem relativ. mozgéséat

tanulmanyozzuk.

A faforgacsol6 gépek tkodtetése s az Aaltaluk édllitott termékek mifisége
szempontjabol egyarant szilkséges e relativ mozialsdapcsolatos kinematikai
tények ismerete.

A tovabbiakban harom jellegzetes esetben vizsgalpglg a relativ mozgasokat, a
szaktargyakban sorra kebinészletes targyalas mechanikdikeszitésédil.

A KERETF URESZLAP FOGCSUCSANAK RELATIV MOZGASA

Legyen a keretirész gépalapjdhoz kotott x,y koordindta rendszewbdirészlap P

fogcsucsanak mozgasa az ,abszolut” mozgas, a kerstf felé tolt ronkhdz kotott

&,n koordinata rendszerben vizsgéalt mozgas a rélatiszgas (162/a. abra). Az

abran alkalmazott jelolésekkel

llletéleg
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Xy

162.4bra
A 162/b. abra szerinp a fogcsucs helyvektora&n rendszerben. Feltesszik, hogy a

rénkot folyamatosan toljuk a gép felé, alland6 bességgel. Ekkor azédlb emlitett
vektorok a kovetkeik:

. a . d-ct
rcoswt +v/12 —r’sifwt+b © | h ’
a relativ mozgas toérvénye tehat:

a-d+ct

pP=r—-ry: :
P ° {rcoswthllzrzsinzwt +b-h

Ha figyelembe vessziik, hogy°r®sin® wt =1, a kdzelié mozgasfiiggvény:

. a-d+ct
P rcoswt+l+b-h "
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A fogcsucs relativ palyaja tehat altalanos sinusalioA relativ mozgas sebessége
kozelivleg:

Cc
p . :
- rwsinowt

A fogcslics a rénkhoz viszonyitott sebessége tebate® + r’w” kozott ingadozik.

A FURNER-HAMOZOKES RELATIV MOZGASA

Kinetikai szempontbdl a furnérhamozas I|ényege a e#@®: allanddx
szogsebességgel forgatunk egy R sugaru hengerkizbek egy, a henger tengelyével
parhuzamos @l kést mozgatunk allanddé sebességgel, a henger |yéugk
parhuzamos sikban. Kinematikai szempontbdl a prnoéiéa késél mozgéasanak
vizsgélata jelenti a hengerhez kotott koordinatedszerben.

a=0 d>0 d>0
?{%_‘c v<%
163.4bra

A vizsgélat célja polarkoordinata rendszert cékiszelkalmazni. Ha a késél
mozgassikjanak a henger tengely@ért tavolsaga d, a késél sebességvektoranak és
az él tamadaspontjanak (ez a hengerhez tartozilgsseégvektora altal bezart szdg

v (163. abra), akkor a kovetkeesetek kilonboztethik meg:

D=0 ESET

Ez az eset igen egys#erA 164. abrardl leolvashatd, hogy a hengerrel ggigiigd
polarkoordinata rendszerben

r=R-ct, ¢=wt.
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A késél mozgélsaT=B ideig t=0 £50
C

tart.
A mozgasfiggvény r=r(¢p )

alakban a kovetkéz

. ‘
r=R--9. 164.4bra

A relativ palya archimedesi spiralis. A vagasi ssieég komponensei:

v,=f=-¢c, V,=1p=(R-ctw.

A vagassebesség abszolut értéke afliggvényében:

v:\/c2 +(R-ct)’w’.

A sugar fuggvényében:
V=+C + 2w,
d>0, v<n/2ESET.

A 165.abra alapjan &zo6r az r=r(t) figgvényt irjuk fel:

r’ =d? + x?, X =4/R? =d? —ct,

=+ VR - ctf

r=yR? - 2ctVR? — +Ct2.
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A ¢ =¢(t) szog igy szamithato:

¢ =wt-B, [3=arccos%—arccosg,
r

165.4bra

d
¢ =wt—arc cosR— +arccos

d
\/RZ —2ct/R? — 2 +¢7t?

wn/2 ESET

Hasonléan intézhétel, mint av(n/2 eset¢ képletében jelentkezik csuparbjel-
kuldnbség. Figyelemre méltd, hogy azonos d esed€kikonbos alaku relativ palya
adodik.

A GYALUGEP VAGOELENEK RELATIV MOZGASA

A gyalugép vago-élének és a kindszlap fogcsucsanak relativ palyaja (a faanyaghoz
kotott koordindta-rendszerben) teljesen hasonlodglatmenettel hatarozhaté meg,
mint amelyet a ciklois mozgasnal kdvettink.

A gyalugép forgorésze (166. abra) a tengely kodil szogsebességgel forog,

mikdzben a munkadarab c sebességgel haka@.eh vagé-él valamely pontjanak

palyajat a munkadarabhoz kotott x, y koordinatalseerben vizsgéljuk.
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A ciklois mozgasnal szerepelt harom vektornak mastkdvetkedk felelnek

Yv
166.abra
_|ct _ | Rsinwt I ct+Rsinwt
megr,s ., T F=T+T, = :
b —Rcoswt b - R coswt
Most ¢ ésw kozott nem all fenn a c=®R kapcsolat. A relativ palyagtrbe hurkolt
ciklois.
30. példa
Furnérhamozasnal bizonyos

jelentbsége van a kinematikai
hatszdgnek. Ez a relativ palyagorbe
valamely érintje s az érintési

ponthoz tartozé sugar normalisanak

szoge. A szakirodalom o -vel

jeloli. (167.4bra)
Hatarozzuk meg ezt a szoget

167.4bra

archimedesi spiralis, vagyis d=0 esetén.

Megoldas.

A sebességvektor polar-koordinatas felbontasabbdldshatd, hogy
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_C
" (R-chw’

VI’

tga, =
gd, v,

Szilkség lehet a kinematikai hatszég és a h furstagaag kozti kapcsolatra is. Ha T a
forgas peridodusah =cT = c@ [¢—t visszahelyettesitve és figyelembe véve, hogy R-

ct=r,

3.7. Munka, teljesitmény, energia

Néhany tovabbi fogalom bevezetésével olyan tételekhthatunk, melyek feladatok soran
gyakran ednydsebben hasznalhatdk, mint az alapegyenlet.
MECHANIKAI MUNKA

Ha egy tomegpontra allandé Fdrat, mikozben a tomegpont elmozdulas vektora
At , akkor az € altal végzett mechanikai munka

W = FAT = |F|ar|cosp (kgm?s?)
(¢ a két vektor altal bezart szdg)
A munka mértékegysége 1 joule= 1 Nm, jele: J.
Ez a skalaris mennyiség pozitiv, zérus, vagy negkinet, eszerint, amint az éerés
elmozdulas-vektor szdge hegyes- derék- vagy tonigasz
Ha Ar elmozdulas soran;FF,,...,F, alland6 ek hatnak a tomegpontra, akkor

W =FAT + EAT +...+ EAT = (F + F, +...+ F ) AT = FAT.
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Tehat az erefimunkaja egyeildlaz 6sszetdlk munkainak algebrai 6sszegével.

Altalanos esetben, mikor a tomegpont valamilyerbgéronalon jut el az, helyvektori P

pontbdl az T, helyvektori B pontba és kozberF is valtozik, a_mechanikamunka

értelmezése a kdvetk&zA Py, P, gbrbedarabot n részre osztjuk Ugy, hogy az osntogegy

P1-t6l P>-be viw vektorsokszdg szogpontjai legyenek (168. abra)eldg $irii a gbrbedarab

felosztasa, akkor a vektorsokszoget alkotdé elma@duvektorok jol megkdzelitik a

palyagorbét és az

FAT, + EAT, +...+ F AT, dsszeg tekinthéta
valtozo F e munkéja kozellt értékének, midh F
tamadaspontja,;Foél P,-be jut.
itt FE,F,...aAr,Ar,,... elmozdulds vektorhoz

tartozd és egy-egy szakaszon allandénak vehet
vektor. Ezek utdn a munka definiciéjat igy

adhatjuk meg:

i=n i=n

W= |im Z_Aﬁ = LimZ(inAxi +F, Ay, +F,Az) =
n- co i=1 i=1
maxAf, | - 0

X2 Y2 Z2 [}
J.FXdX+ IFydy+ J.FZdZ =J.|_:m, (X, Y1,2)), T,(X5,Y2:2,).

X1 Y1

169.abra

Ha az F &ft a palya érindjébe eé F és arra
merleges 6sszetéve bontjuk fel (169. abra),
akkor az F &f ds Gton végzett elemi munkajat az F
O0sszetet munkaja adja. Ha az-#F(s) fuggveny —
vagyis az éririileges komponens az ivkoordinata
fluggvényében — ismert, akkor az . s,
ivkoordinataju I, ill. P, pontok koz6tt végzett

munka:
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w :TFe (sds
S,

Specialisan, ha az @tamadaspontjanak palyaja goérbe vonal és &z ektora allandé (170.

abra), akkor a munka:

wW =TFCOS¢ [ds= FTcosd) lds=Fs,,

S S

S, a palyaszakasz vetlleténekjeles hossza.

170.4bra

MECHANIKAI TELJESITMENY

A munkavégzés sebességének jellemzésére vezetpikileehanikai teljesitmény fogalmat.

Valamely t id alatt A Wmunkat végé er6 atlagogeljesitmeéng:

AW
atl At '
Az ers- és munkagépeknél altalaban ezzel szamolnak.

Az atlagteljesitménydt . @a ad6dd hatarértéke a pillanatbgliesitmény:

p=dW.
d

Ez a skalaris mennyiség pozitiv, zérus vagy nedakigt. A teljesitmény mértékegysége az 1

watt, jele W.
IW=E"=1m* 5" Kkg.

Nagyobb egység a kilowatt=1000 watt.
A teljesitmény fontos kifejezéséhez juthatunk kbeetkesképpen:
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Ha ismert palya adataival kivanunk dolgozni, a

P=Rv

Képlettel is szamolhatunk, ahol v a palyasebesség.

Ha a tdmegpontra tobb derhat, az eretl e teljesitménye egyetlaz Osszetdy erdk
teljesitményeinek algebrai dsszegével. Ugyanis ha z a Osszetetk
E,...F, ,azered F,a sebesséy :

+..+F)V=Fv.

~nl
<
+
Nl
<
+
+
Tl
<
I
_
Tl
+
Nl

A teljesitmény és a munka kozotti kapcsolata kéeztkha W jeldli az ef altal a t, to

idoko6zben végzethunkat, akkor

W = P[dt =Fv [dt,

w = [ Ox() +F, 030 +F, 0 2(0}

MECHANIKAI HATASFOK

A gépek niikbdése kdzben a befektetett,\WMunka egy része nem az eredeti célra, hanem
kulonféle ellenallasok lekizdésére forditodik. Ha @ veszteséget Wel jeldljuk, akkor a
gép rendeltetése szempontjabo6l hasznos munka

Wh =W, -W, .

A gépek gazdasagossagat jellemzi a mechah#gisfok:

_ W,
n=—>=".
Wb
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A hatasfok 1-nél kisebb, dimenzi6é nélkili szam.

A hatasfok méas forméban:

— Wh — Wb_Wv =1- Wv
Wb Wb Wb.

Kifejezhetjuk a hatasfokot a teljesitménnyel is,ahenti tortek szamlalojat és nevgd az
idével elosztjuk:

Ahol B, R, R, a befektetetthasznogeljesitményill. teljesitmény-veszteség.

Ha egy hajtorti hatasfokan, és a hajtoriivel egy n, hatasfoku gépet ilkodtetiink, akkor a

masodik géppel kozolt

teljesitmény?’ =n,P.,igy a rendszer hatasfoka n= %ﬁ =n,n,.
b

Altalabann,,n,,...,n, hatasfokd gépekib &ll6 rendszer esetén az dsszhatasfok:

n=n,m,..n,.
MECHANIKAI ENERGIA

Az m tobmed, V sebessdgtomegpont kinetikagnergigat igy értelmezzik:

E, =Lmve=tmes 1,2 :
2 2 2ms

Ez a munka jelley skalaris mennyiség, mértékegységei azonosak a amunk
mértékegyseégeivel.

Ha az m tOmeify zérus-sebess&ganyagi pontot v sebesdsiég gyorsitjuk, a gyorsitd ér

munkéja% mv°.
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A kinetikai energia t, s, v —szerinti derivaltjakninetikai jelentésik van, ugyanis:

= ==2mv—=mv—==P,
dt dt 2 d m
dE, =12mvﬂ = mvﬂﬂ = vae1 =F,
ds 2 ds dt ds Vv
dE _ 2mv=muv.
dv

31. Példa

Szamitsuk ki aifrészkeret kinetikai energiajat
a) az i fuggvényében,

b) b) az ivkoordinata (kitérés) figgvényeben.
Egyszetiség kedvéeért tekintsik x=r coat torvényi harmonikus rez§y mozgasnak a
furészkeret mozgasat. A kergiész tomege m, a forgattyl sugara r, a forgattpgszbessege

«w.

Megoldas.

A fiirészkeret sebessége vz Bin wt, igy iz energia:

a)E :lmv2=1m(—rwsinwt)2, E, =~ mre’sin’ wt
“ 2 2 < 2

b) Ex :%m"z =%m(—rw\/1—co§ wt)’® :%mfzwz -5, Eq =%mo)2(r2 -x?).
r

Az energia valtozasat t, ill. x figgvényében a Jatdra szemlélteti.
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mrw mrw
2 2
- T + ‘ t > Z‘ - 4,)(
TT/w 2 /w r r
a b.
171.4bra
32. Példa

Szamitsuk ki az k6 peldaban szerefpkeretfirész hajtérudjaban ebrée@rs teljesitményét a

koordinata fuggvényében.Megoldas. A 29. Példa ab¥djeredménye alapjan szamolhatunk.

Valtozzék x -r-8l +r-ig.

X4

r

) P=P(x)=Sv=G(l- st)(—rwsinwt) =G rw(%zx —1)v1-cos wit.
‘g
wZ

P
I 2 2
P(x) = Gra( = x 1), [1-2 .
g r
—r‘ , , , .
A faggvényt a 172. abra szemlélteti.
172.4bra

3.8. Kinetikai tételek

EGYETLEN TOMEGPONTRA VONATKOZO TETELEK

A tbmegpontra hatd ér érintbleges komponense és a palyasebesség kozott agydajet

ertelmében fennall azFe:ma Osszefliggés, melgb a tdmegpont mv _mozgas

mennyiségnek megvaltozasa:

tp
mv, —mv, = I F, (t)dt.

t
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Altalanosabban, ha tdépontban az m toméiganyagi pont sebességet, idépontbanv,, s

a tomegpontra haté &iF(t), akkor érvényes a kovetkez

Tétel (impulzustétel):

tp
mv, —mv, = [F(t)dt

ty

A tétel alapjan, az érismeretében kovetkeztethetiink a sebességvaltoziiskelvashato a
tétel®l, hogy a mozgasmennyiségnek rovidndbelili nagy valtozasat (lUtkozés) nagy er
ty
idézi eb. Az J'I_:(t)dt mennyiséget I6kéek vagy impulzusak nevezik.
4
A tobmegpont kinetikai energiajanak az

ivkoordinata szerint derivaltja - mint lattuk - :

dE, d 1 .
m — = — (=mVv?) = F,, amikbl
,«/"’4 ds ds(2 )=F
......... “v
\ 1 1 %
r\ Emvﬁ—imvf :er (Sds=W.
}’O o
173.4bra

Altalanosabban, ha idépontban az m témdg
anyagi pont sebességg,t, idépontbanv,, s a tdmegpontra hatoéemunkaja a vizsgalt
idok6zben W, akkor érvényes a kdvetkez

Tétel (munkatétel):

1mv;2 —lmv;2 = j F(F)dr = j F, (ds=W.
2 2 n S

Ez a tétel — éppen gy, mint az6# — a kinetika alaptételének kovetkezménye. Az

alaptételnél kevesebbet mond, mert a tomegpontred bk eredjének normalis
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komponensét nem tartalmazza. Kiulonésen olyankoralratkzhatd €inydsen, mikor a
tomegpont sebességét keressik az ismert palya bglyesn.
A tétel értelmében, ha a palyasebesség — s igyadikdi energia — nem valtozik meg, akkor

az ebk 6sszmunkdja zérus. Legyen a sikban mozgom tmpegt sebessége v, a pontra hato
erd F és a palya egyenesének tavolsaga adtetgzs 0 pontrél r. EkKkoF = m%, ill. mindkét

oldalt r-rel szorozvaF = rm% = d% )

rF = Mo az etnek, rmv=1,pedig a mozgasmennyiségnek 0-ra vonatkozé nyomafékenall

tehat a kovetkezézisszefliggés:

v =9
dt

ty
Sl M, =N, = [M(tdt

4

Altalanosabban is érvényes tételhez juthatunk a etk@dfképpen: legyen az 0
nyomatékvonatkoztatasi pont egy derékszkgordinata rendszer kefgobntja, s legyen az m
tomedi pont helyvektorar, sebesség®@, akkor a tomegpont mozgasmennyiséae, ennek

0-ra vonatkoz@ perdiletrxmv. A perdilet valamely tengelyre is szamithato, géldaz x
tengelyrem, =m(yz). Legyen végil a tomegpontra haté €ra vonatkozé nyomatékil ,

ekkor érvényes a kovetké&z
Tétel (perdulet-tétel):

dgi" =M,, ill. ha t, t; idépontban a perdulel,, ill. T,, akkor

t
n,-m, = |M(t)dt.

1

N

—

A tétell®l kiolvashatd, hogy a perdilet nem valtozik meg,ahimegpontra hato @ 0-ra

vonatkoz6 nyomatéka zérus. A tétel hasznossagdodiahbiakban gyzédhetiink meg.
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TOMEGPONT-RENDSZERRE VONATKOZO TETEL

Tobb tomegpontbdl allé rendszer esetén a renddrergkdzéppontjagy értelmezzik:

ahol 1t az i-edik tomegpont helyvektora,; ra tomege. A tdmegkdzéppont — bar elvileg
kilénbozik — a mszaki gyakorlat szemszog#bazonosnak vehéta rendszer pillanatnyi
sulypontjaval.

Tétel: A tdmegpontrendszer tdmegkozéppontjanak mozgasyissige egyeldl a rendszert

alkot6 tomegpontok mozgasmennyiségeinek vektodakzegével:

mv,=> myv, ahol m=>m.,

Tétel: (a tdmegkodzéppont tétele): ha a tdbmegpontrendsmeegkdzéppontjanak gyorsulasa

a., a rendszerre hato kélerk (a rendszerhez nem tartozo testek hatasai) \@ig@sszege
> K, =K akkor

K=ma,.

A tbmegkdzéppont mozgasat ezek szerint a rendsbességallapota és a kilklok szabjak

meg.

A tétel fontos specialis esete: a=0, akkor @, =0, V_=const vagyis, ha a ks ek

0sszege zérus, akkor a rendszer mozgasmennyiskegeldal a tdmegkdzéppont allando

sebessédgmozgast végez vagy nyugalomban van.
Altalanosithatjuk a korabban megismert munka- éslipet-tételt is. A tdmegpontrendszer

kinetikai energiajat a rendszert alkoté elemek tikae energidjanak algebrai 6sszegezésével

nyerjuk. A tomegpontrendszerre hatddlermunkaja hasonléan szamithatd. Figyelembe
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veend azonban, hogy altalaban a lieks6k veégezhetnek munkat, amennyiben nem merev

testl van sz6.

Ha a tomegpontrendszer elemeire a munkatételt mikaduk, s az egysidégeket
0sszegezzuk, akkor a rendszerre vonatkozoélag éegénynkatételhez jutunk:

Tétel (munkatétel): a tdmegpontrendszer kinetikai erdgagak megvaltozasa egyéna
rendszerre hato (kiiges bels) ersk munkajaval:

Z%miv? ‘Z%mi‘_"z =W, +W,,

12 11

W, : a bel$ ek munkaja
W : a kil$ ersk munkaja.

Merev test esetében csak a Kisok munkajaval szamolunk. A tbmegpontrendszernek egy
fix pontra vonatkozé perdiletén az egyes tomegpomperdileteinek vektoralis 6sszegét

ertjuk.

Tétel (perdulet-tétel): a tdbmegpontrendszer valamely Gixpontra (tengelyre) vonatkozo

perduletének il szerinti derivaltja egyeél a kil ek ugyanazon pontra (tengelyre)

vonatkoz6 nyomaték 6sszegével:
=Y axk) =M.

A tétel értelmében a perdilet megvaltozasat cs#d6 laivk okozhatjak, a betserdk ilyen
szempontbdl hatastalanok. A kébiekben hivatkozni fogunk arra a tényre, hogy alplet-
tétel akkor is érvényes, ha nyomatékvonatkoztatdsntul a tetsélegesen mozgd

tobmegkdzéppontot valasztjuk.
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33. Példa
A 174. abrdn egy keréifészt 4brazoltunk egysimitve. A

forgattydkar hossza r, a hajtérudé |, a forgatiztigsebessége,

az allvany és a keret sulya Q ill. G. Szamitsuk Ki tamaszto ér

nagysagat a keret szélselyzeteiben.

Megoldas.
Alkalmazzuk a pontrendszerékrtanultakat az allvanybdl és a
keretdl allé rendszerre! Kius esk: Q, G, T; bel§ edk: az F

&‘:‘ﬁf:$b~ =Y

o s saie e
T

jeliek. A rendszer sulypontjanak sebessége (ha feltesbngy a

==
3
"hl
Ly x

e keret x=I+r sirwct torvény szerint mozog):

vV, :iZmivi =9 Sipcos.
N m Q+Gyg
IT _

174.4bra A sulypont gyorsulasa:
-Gr , .
a, =——w sinwt,
Q+G
a fel$ helyzetben
ac — _Gr wz
Q+G
A sulyponttétel értelmében:
Q+G, Gr , ro’
T-Q-G= (- w), T=Q+G(1-—).
g Q+G g

A képlethdl kiolvashatd, hogy elegefichagy fordulatszamnal a Téeirdnya megfordulhat.
Az also helyzetben:

2
T:Q+Ga+%;)
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3.9. A forgd mozgas kinematikaja

A tovabbiakban kizarélag merev testekkel foglalkuzuA merev test egyik legfontosabb
mozgastipusa a forgd mozgas. Forg6zgas végez a test, ha két pontja (esetleg a test
alkalmas kiegészitésével nyerheéestte) a mozgas kdvetkeztében nyugalomban mArad.

két pontot 0Osszekét (iranyitott) egyenes a test forgastengelyA. testnek a

forgastengelyhez tartozd pontjai nyugalomban vanm@akobbi pontja a forgastengelyre

merbleges siku korékdn mozog. A korkdzéppontok a faegagelyre esnek.

A mozgas leirasdhoz felvesziink egy fix és egy tetesgyltt mozgo6 fél-sikot, melynek
hatar egyenese a forgastengelyjades szogét. Pontosabbarpa ¢ flijgvényt, mely a

¢ szbgkoordinatdak az idben tértéd valtozasat irja le. Az elmondottak szemléltetésére

nézzuk az alabbi feladatot.

A 175. 4bran lathaté haséab allando6 v sebességgel

mozog jobbra, s a hasitékkal ellatott, s az A pont

mozgo [élsik
TmT—————

kordl forgathatd rudat a C csapszeg segitségével

elmozgatja.

alld féist

Hatarozzuk meg a rudforgd mozgéasat leird

¢ =¢(t) fuggvényt! A forgastengely most az A

/I R pontban a papir sikjara ndéézges tengely, a fix
| \\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\ﬁ fél-sik az alapsikra méleges, a testhez kotott

175.4bra fél-sik a rad szimmetria sikja.

T= 0-ndl, ¢=0, t id alatt a C pont vt tavolsagra mozdul el, teh@¢=vﬁt,

kovetkezésképpen o= arctg% t.

A pont kinematikajaban kovetett mdédon bevezethedjiikirgd mozgast vé§zest skalaris

szOgsebesséyés skalariszéggyorsulas a kovetked modon:

. A . At) - d 1
o= limy =lim T = G ee
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e Be . Ba(t+ At —w(t) _ d
B |Altrﬂ At |AltrH t dt

=06").

A miszaki gyakorlatban az egyenletesen forgé géprészghkssebességét gyakran nem a
skalaris szogsebességgel, hanem a fordulatszaratleahzik.

A masodpercenkéntifordulatszam jele n, mértékegysége:™*s A szdgsebesség és

fordulatszdm kozotti 6sszeflggés:=2n  Hasznalatos a nem Sl-egység percenkeénti
fordulatszam is. A fix tengely kortl forgé meresttdarmely pontjanak palyasebességét és
gyorsulaskomponensét konnyen belathat6 modon iggmiszatjuk «w, €s az R
forgassugar ismeretében:

v=R)=Rw, a,=R$=Rp, a, =R¢$* =Rw’=va
A tbmegpont és a forgd mozgas kinematikaja kozddtcia all fenn. Ezt vilagitja meg az
alabbi tablazat:

A tdmegpont mozgasa A merev test forgd mozgasa

Allando palyasebességnozgas Alland6 szO0gsebessétprgd mozgas

S= g+ct ¢ 0: allandé d=0¢,+wt, wz0:allandod

s§=v=c b=«

s=a =0 $=B=0

Allandé palyagyorsulasi mozgas Allandé széggyorsulast mozgas
1 , ,

S:So+Ct+%aet2’ ca, : allando () =<1>0+oot+§[3t2 w,B:éllandg

%% 0 B#0

§=v=c+aydt, ¢ =w+ft,

S=a,. =B

Tovabbi hasonlosagokra is rdmutathatnank és megtlw@nank a forgd mozgassal
kapcsolatos kinematikai alapfeladatokat is. Matétadag azonban ezek nem kulénbdznek
a tomegpont kinematikajaban latottaktol.

Végiul megemlitjuk, hogy megadhaté a szbgsebessé@ é&zodggyorsulas vektoralis

értelmezése is.
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34. Példa

A keretfirész un. ditolo-mivének niikodésével kapcsolatos az aldbbi probléma. A 176.
abran lathatd, egymassal csuszasmentes kapcsoldéwin 1 és 2 jdl tarcsak
szOgsebessegs,, ill. w,.

Hatarozzuk meg:

a) az w, =w,(x) szogsebességet, hay, /2
allando, ( +(.)2
b) az w, = w (x)szogsebesget haw, allando. >
wri [ 1 L 110

Megoldas. %IE

A kerileti sebességek egyaségéldl: ZE

w
a) WX = R,0,, w, :R_X

2

R
b) wx = R,w,, w =72w2-

35. Példa
Egy gyalugép tengelyének mozgasfiiggvény..

176.4bra

¢ = wt +ksinwt, ahol w a géptengely atlagos szdgsebessége, k allandatgsesbesség
atlagértékétl valo maximdlis eltérés 0,@l. Hatarozzuk meg a k allandét, valamint a
szoggyorsulas szél®rtekeit, ha a percenkeénti fordulatszam n = 3—&90
min

Megoldas.

. .. . _Tin 1
Az éatlagos szogsebessecg.:% =100r=.

S

A szigsebesség: ¢ =w+kwcosut =w(l+kcosw 8Bnnek legnagyobb  értéke:

wl+k)=10kw, k=001

A szoggyorsulash = kw’(-sinw t).

A maximumi,.., =100r[2i2, a minimum:§,;, = —100r[232.
s S
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3.10. Testek tehetetlenséqi nyomatékai

A forgdb mozgas kinematikdjanak targyalasat egy soldgiekben gyakran élordulo

mennyiség vizsgalataval készitjuk el

A TEHETETLENSEGI NYOMATEK FOGALMA

Valamely testnek egy tetdleges x tengelyreonatkozdehetetlenségiyomatéla a

©,= [rdm  kgm)

Skalaris mennyiség, ahol r a test dm tdtheglemének tavolsadga a tengélyt

Matematikailag a sikidom masodréndyomatékahoz hasonl6 fogalomrdl van sz, tehat
egy olyan 6sszeg hatarertéémelyben a test elemeinegkm, tdmege es ezen elemekben
felvett pontok tengelytavolsagai négyzetének szarzzerepel, mikozben a felosztas

minden hataron tal finomodik s az integralas atgs V térfogatara terjed ki.

Hasonlbéan értelmezhieta koordinata-rendszer tdbbi tengelyére, Kenatjara vagy

koordinata-sikjara vonatkozo6 tehetetlenségi nyoknistépl. ©, a kezdpontrg ©,, az X, y

sikravonatkoz&ehetetlenségiyomaték:

0, = J. (x*+y*+2z°)dm, O, = jzzdm.
(V) (V)

A tehetetlenségi nyomaték csak a test geometriaiaédl és tomegeloszlasatol figg. A

tovabbiakban homogén testekkel foglalkozunk.

” f H Példaképpen kiszamitjuk egy R sugaru, H magassggiiriisédi
ii | ﬂ forgashengernek a forgastengellyel egybeeskoordinata-tengelyre
= ii : %i vonatkoz6 tehetetlenségi nyomatékat. A testet komdsgelys
H [ | forgashenger feluletekkel r, illetve r+dr sugarageekre” osztjuk .
R \Ii\/" ar
177.abra
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(177. 4bra). Egy ilyen elem tehetetlenségi nyonaték
dm@? = p2r midrHr2,

Az elemek tehetetlenségi nyomatékait 6sszegezesemétt érték:

4

R
o, :pZT[HJ'r3dr:p2T[HRT,
0

vagy a test m tomegével kifejezve:

OZ:EmRZ.
2

A fontosabb restek tehetetlenségi nyomatékét tabldézartalmazzak.

Az anyagi testnek egy térbeli deréksidgordinata-rendszer két-két tetbzges sikjara

vonatkozd centrifugalisagy deviaciosiyomatéléan a

9, = J' xydm, ill. O, =J'xzdm, 9, = Iyzdm (m’kg)
(V) V)

mennyiséget értjiuk. Ez — ellentétben a tengelymatimzo tehetetlenségi nyomatékkal —

negativ is lehet.

Az inerciasuga®rtelmezése: ha egy test totmege m, valamely tgmgédikra) vonatkoz6

tehetetlenségi nyomatéka akkor az inerciasugar az az i tavolsag, melyre

®=mi®.
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TEHETETLENSEGI NYOMATEKKAL KAPCSOLATOS TETELEK

A sikidom masodrendnyomatékai s a testek tehetetlenségi nyomatékabtkdennalld
analdgia kitinik az alabbi tételeki is.

Tétel: Egy test valamely tengelyre vonatkozo6 tehetetlensggmatéka egyefilkét olyan
sikra vonatkoz6 tehetetlenségi nyomaték oOsszegéwellyek egymast a megadott
tengelyben metszik, egymasra ilegesek, de egyébként teikmes helyzdiek. A
sikidomok masodrerid nyomatékaira vonatkozo Steiner-téek a testek esetében a

kovetked tételek felelnek meg:

a) Ha egy testnek egy tetieges S sikra vonatkozo6 tehetetlenségi nyoma®kaa sikkal

parhuzamos s a test sulypontjan atngn sikra Oy, tovabba a két sik egymastol mert

tavolsaga d és a test tomege m, akkor
Qg = Oy +md’.
Két parhuzamos tengelyre, melyek kozil az egyilypminti tengely, hasonld tétel
igaz.

b) Ha egy testnek egy x,y,z deréksiogoordinata-rendszer két koordinata-sikjara

vonatkozo deviacios nyomatél@,, , a test sulypontjaban felvett parhuzamos hetyzet

&,N,¢ koordinata-rendszerre vonatkoz6 deviacios nyokaa®, , akkor

O,y = O, + MXgyy (Xs,Ys :SUlypont-koordinatak).

FOTENGELYEK

Ha egy térbeli koordinata-rendszerre vonatkozodg =0, ©, = a @engelyeket a test

fétehetetlenségitengelyének, a hozzajuk tartozéo,,0,,0, eértekeket _gtehetetlenségi

nyomatékokak nevezik.

Kitlntetett szerepik van _a sulypofiitehetetlenségnyomatékokak. Ezek kdzott szerepel a

koordinata-rendszer kedpontjan atmeé tengelyekre szamithato tehetetlenségi nyomatékok
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kozil a legkisebb és a legnagyobb.&ehetetlenségi tengelyek meghatarozasat megkonnyiti
az a tény, hogy ha egy sik a testnek szimmetriga,sikkor a sik tartalmaz két
fotehetetlenségi tengelyt5, a harmadiitehgely mefleges a sikra. Ha x, y, dténgely-
rendszerg,n,¢ pedig egy azonos kedoontl derékszdgkoordinata-rendszer, akkor a 178.

abra jeloléseivel:

©; =0, cosa, +O,cos B, +O,cosy,.

Az Uj tengely-rendszerre vonatkozolag

O, = -0, cosn, cosa, — O, cosB, cosB3, — O, Cosy, COsy,,

178.4bra

ahol pl. a,,B,,y, az n tengelyt meghataroz6 szogek.

36. Példa

Hatarozzuk meg egy R sugarl, h magassagu hengsetienégi nyomatékat egy a henger

tengelyére méteges szimmetria-tengelyre.

Megoldas.
A henger z és z+dz koordinataju keresztmetszetal &latarolt szeletében (179. &bra)

vegylnk fel egy dA alapterilietészecskét. Ennek tehetetlenségi nyomatéka:

dA dz pr? (p: Siriiség).
R N
! = d?
‘rg 0 r A szelet tehetetlenségi nyomatéka

) N O-
N X ra:
} R*Tt

o7 = J'dAdzprz = pdzerdA =pdzl, =pdz—-,
179.abra

58



&—re:

©7 = pdzl, = pdz 1

Rt

A szelet tehetetlenségi nyomatéka x-re, STEINEBEtét

Oy = “Tdzpz°.
A teljes henger tehetetlenségi nyomatéka:
h/2 2 3 2 2
—2[ R Trp( 4 27)dz= 2R Trp(R—g+h—) R’mh (R_+h?)

ha a henger ttmege m,

37. Példa

180.4bra

rendszerre vonatkoz6 tehetetlenségi nyomatékkejeizhed:

0,=0
=0, sina cosa — O, cosa sina,

o S|n20(

2
o, =" @R +h?).
12

@ (O —0,). Mivel O,

Szamitsuk ki egy ferdén felitett -
korlemeznek vehét — korfirészlap ©O,,

tehetetlenségi nyomatékat a vazolt koordinata
rendszerre vonatkozoOlag (180. abra) Adott a
furészlap R sugara és G sulya, valamintoaz
sz0g.

Megoldés

0,, =0,,,+¥mx,z, = Ox , mert %=0.

171

O,,,, az 0 kezdpontu, XYZ WHtehetetlenségi

0y r=—0, cos@0’ —a)cos8F —a) -0, cosucosPF —a) =
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2
=ER—sin2cx.
g 8

XZ

3.11. A forgb mozgas kinetikaja

A FORGO MOZGAS ALAPEGYENLETE

irjuk fel a perdiilet-tételt egy — mondjuk a z telygedriil forgo testre. Legyen a test skalaris
szogsebessége az adott pillanathan a testre haté (ki3 ersrendszer nyomatéka a z
tengelyre M.

Ekkor I, :J'ridmvi :J'qdmiriw:coj'rizdm:coezs

A perdiilet-tétel értelmében:

de®, _ dw _

dl, de0, _ g, X _gg=m,.
dt — dt dt

A jobb oldalon all6 egyefibég a forgémozgasalapegyenleteAz alapegyenlet azt mutatja,

hogy éallandé szdgsebesfiéfprgas csak akkor jon létre, ha a Kilebk nyomatéka a
forgastengelyre zérus, kiulénben a test gyorsulvagfoEzt a kdvetelményt a gyakorlatban
nem lehet szigordan betartani, ez&rinem teljesen allando, hanem valamilyeRin €S & max

k6zott ingadozik, a kozepezdgsebesség

A forgas _egyeritlenségi foka. Megmutathaté, hogy ez a forgd test tehetetlenség

nyomatékanak néveléseével, téttegesen sk hatarok kozé szorithato.
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Miként a kinematika alapegyenletét, a forgd mozgéepegyenletét is két feladattipus

megoldasara hasznalhatjuk fel:

1. Ismert a forgdb mozgast leigg=¢  (i)ggvény, keressik a testre hatékemyomatékat.
2. Ismert a testre hatéserek a forgastengelyre vonatkozé nyomatéka, kereasfik= ¢(t)

fluggvényt.

Ha a tdmegpont mozgasara felirha@m% =ma, egyenlettel azM, = OZ% =0,

egyenletet 6sszehasonlitjuk, megallapithato, hofprgd mozgas kinematikajaban tapasztalt

analdgia tovabb épithietUgyanis példaul az

Fe enek M forgatonyomatek
M tomegnek O, tehetetlenségi nyomaték
a palyagyorsulasnak B szdggyorsulas felel meg.

KINETIKAI TETELEK

A forgd mozgast védr test kinetikaienergija a kovetkeédképpen szamithat® és «

ismeretében:
—_ 1 2 1 2 _ 1 2 2 — 1 2
E. —J‘Edmivi —Ejdmi(nw) —Ew J'dmiri , Ex —Eew

A forgd mozgas alapegyenletihis levezethdik — a kordbban latott tételekkel analdég —

tovabbi kinetikai tételek.

Tétel (munkatétel): ha forgd mozgast végmerev testnek a forgastengelyre vonatkoz6

tehetetlenségi nyomaték@ t, idépontban szdgsebessége, t, idépontban szogsebessege

w,, S a testre hato & munkaja a mondott &kozben W, akkor
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1 1
ZOw -=0uw =W.
2 “2 2 “

A testre hat6 ék altal végzett munk#éorgd mozgas esetén a kovetéezppen szamithato: ha

az ebnek a tengelyre vonatkoz6 nyomatéka maN@s t idépontban¢ =¢ 1, t-ben ¢ =¢ »

akkor
P
W = j M (¢) dd.
4)1

Olykor ebnydsen hasznalhatd a perdilet-tétel kovdtkedlakja: ha a merev test

forgastengelyére vonatkozd tehetetlenségi nyomatéat,, illetve t idépontban

szogsebességs, illetve w, s a kul$ ek nyomatéka M=M(t), akkor

Ow, ~ 0w, = [M(t)dt
FORGO TESTEK CSAPNYOMASAI
A forgo test tengelye és a csapagyak kozoétt nadfy léphetnek fel. A fellép hatasok a test

geometriai adataitol, tomeg-eloszlasatol, ill. a

testnek a  forgéstengelyhez  viszonyitott

helyzetésl figgenek. Hogy e tén§t pontosabb
a képet kapjunk, meg kell ismerkedni a probléma
targyalasat megkonngitD’ ALEMBERT-elvvel.
ijuk a kinetika alapegyenletétF -ma=0
F alakba. Ha a todmegpont tdmegének és negativ
. . ]_’"_?" gyorsuldsanak szorzatat oéeek  tekintjik
Pl. . - o < (DALEMBERT-féle e, inercia eé), s
AN .\\\\\\\\\\\\\‘i\\‘ bevezetjik az F*=-ma jel6lést, akkor az

C T F + F* =0 egyenlethez jutunk. Ehhez a formailag

181.4bra sztatikai egyenlethez a kovetkezértelmezeés
fuizhet: a dinamikai problémék sztatikai
problémakra vezethéh vissza, ha a vizsgalt testekre hatd valésagékhée csatoljuk a
D’ALEMBERT-féle eroket s az igy kapott egyensulyiéeendszert tekintjik _(dinamikai
egyensuly) Az elv gyakorlati alkalmazaséat az alabbi példamtatiuk be: vizszintes sima

talajra G sulyu, ismert mékehasabot helyeziink (181. abra). Kérdés, adott hassagban
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maximalisan mekkora vizszintes Fodrathat a hasabra a billenés veszélye nélkil. Azaer
hasab szimmetria sikjaban hatt(g. A testre hatd valésagosokra billenés kiiszobén a

kovetkedk: G, F és a talaj altal a hasédbra gyakorolt T &#@é, mely P-ben hat.

A D'ALEMBERT-erd: Ea
g

A valosagos éikbol és az inercia ébdl allé ebrendszer egyensulyban van, tehat nyomatéka
barmely pontra zérus.

Nyomatékvonatkoztatasi pontnak Q-t véve:

FC-n-cS=0  F=
2 2

A haséb gyorsulasét szintén sztatikai egyenleytethetjik:

F—an, a=—__g.
g b-2h

Ezek utan alkalmazzuk a D’ALEMBERT-féle elvet a dor test csapnyomasainak
meghatarozasara. Teljes altalanossagban e helyantargyaljuk a kérdést, csupan azt az
esetet tekintjik, mikor a test egyenletesen forgg wzszintes tengely koril. Az altaldnos
eset — mikorwz0 és B#0 - hasonléaidhatdé meg. Tekintsik a 182. abran lathatd,
vizszintes tengely koril allando szogsebességggb ftestet. Célunk meghatarozni a vazolt
koordinata rendszerben a csapadlyeky, Ay, By,

By komponenseit (4B,=0).

;; A test minden egyes dm tomiegrészehez
X
csatoljuk azrw® dm nagysagu inercia &r Az

inercia e6 komponensei

182.abra rfdm> = xdm  és  ra’dmY = wlydm
r r
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A csapagyseik és az inercia 6k egyensulyi girendszert alkotnak, tehat igazak a kévebkez

A +B, +wzjxdm: 0,

A, +B, +u?[ydm=0,
-1B, —wzjyzdm=0,
IB, +w* [ xzdm=0.

Figyelembe véve, hogy
jxdmz mx,, Iydm =my,, Iyzdm: O, szdm: O,,,

(itt x,, y, a test sulypontjanak koordinatai, m a test tofiem&dvetked egyenletrendszerre

jutunk:

Ebbsl az egyenletrendszetba forgas kdvetkeztében fell@psapagyreakciok kiszamithatok
Abban az esetben miko, =y, =0:A, =-B, és A =-B,

llyenkor a csapagyreakciokgart alkotnak, melynek sikja egyitt forog a testsekzért a

csapagyakat periodikusan valtozé &rheli, ami karos hatasokkal jar.

Ha azonban x,=0 és y,= 0 s ugyanekkora mégo,, =0, = & inercia &k

kovetkeztében nem ébrednek csapéatierllyenkor a forgastengely egybeesik a test
valamelyik Btehetetlenségi tengelyével. Altalaban egiehetetlenségi tengelye korul forgo
test esetében a csapagyakban a forgas kovetkeziébe@bred reakcio@rilletve a reakciok

ugyan akkorak, mint nyugalom esetén.
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KRITIKUS FORDULATSZAM

A forgd mozgast védr test lehetséges maximalis szdgsebességét nem ncaupi@st
elhelyezkedése, tomegeloszlasa befolyasolja, hanfrgastengely geometriai és szilardsagi
adatai is. Legyenek példaul a 183. abran lathat®saaforgastengelyének adatai: I, I, E és

legyen a tengely kozepén elhelyezett m toimaégecsa 0 geometriai kozéppontjatol e.

/2 . 12
[
D
a w-g"'—“*;s-‘_i’.
T 0//.\\5'
i}
b s j—y'-_‘ _J
183.4bra

Allandé « szogsebességforgas esetén a tengely kis mértékben meggoérbikcmetriai
forgastengely és a tarcsa kdzépsikjanak D dofémpuatamint a valésagos forgastengely 0
doféspontjanak y tavolsaga allandosul. A D, §, 8tpkat egy egyenesbedeek vesszik,
tehat a sulypont egy R=y+e sugaru kérén mozog.

A sUlypontra haté érF=mRw? Ezt az eft a rugalmas anyagu forgastengely szolgaltatja. A

tengely rugalmas tulajdonsagat jellemezhetjik azrigdémerevségel. Ez a rugot terhélF

erd és az dallé y lehajlas hényadosa::E. Ha példankban a tengelyt kéttamaszu tartonak
y

3
vesszuk, akkor a rugémerevseég: S-LZZEI , 8= 4|83E| _

Ekkor tehat a tarcsara hat®eys = mRw” = m(y + €)w’, amil|
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Amiont lathatd, y fiigg a szégsebességta w’ — % y — oo,vagyis a tengely meg nem

engedhet mértékben deformalodik.

Az oo=\/E erték a_kritikusszogsebessédgll. a neki megfelél fordulatszam a kritikus
m

fordulatszam.

Mivel gyartasi hibara, bizonyos mértéle kilpontossagra mindig szamithatunk, a kritikus
fordulatszamot el kell kerdini.

38. Példa

Adott a 184. abran lathatd G sulyud, R sugart hergyarhengerre cséveélt sulytalan fonalhoz

kapcsolt Q sulyd teher. A henger fix forgastengdyeil szabadon elfordulhat.

Szamitsuk ki, hogy mekkora a henger széggyorsulésa,

- Pal rendszert magara hagyjuk, s mekkora a teher sejessé
F nagysagu sullyedés utan!

X . Megoldas.
FA irjuk fel a mozgasegyenleteket a két testre kiiltlik! A
e teherre hato ék: Q sulye6, F fonaleé. X = ajeldléssel
]
184.4bra Q-F= 9a

g
A hengerre hat6 ék: F, G és a csapagyerAz alapegyenlet:

FR=1CRr7
29

A harmadik egyenlet a palyagyorsulas és a sz6ggis&ozti kapcsolatot fejezi ki:
BR=a.

Ezutan F-et kikliszobdlve és @tval kifejezve nyerjik a szoggyorsulast:

66



B= 2Q g

" 20+GR’
A teher gyorsulasa, a=Rp= 2Q g allando igy a sebesség
1 2Q + G L
v=,2ax, V= Ql 2gx. Ez az eredmény munkatétellel konnyebben megkaphaté
Q+§G

39. Példa
Szamitsuk ki egy ferdén felimitett korfirészlap esetén a forgasbdl szarmazé reakcidkat. A
firészlap a forgastengellyel 9@ szoget zar be, aiifészlap tdmege m, sugara R, a

szOogsebesség (185. abra)

y Megoldés.
(/2 ;
F, =-F, =wT®*Z' Mint a 37. példaban

2
lattuk, ©,, = m%sinZu, tehat

2 2
F.=-K = m?wTsianx.

185.4bra

Hogy képet alkossunk a dinamikus reakciok nagysagaegyik a kovetkdrzadatokat: m= 1
1

=kg, R=0,4m, I=1ny=1° n=4000"—,
min
2
F=100 (0008 F =1228N.

mg

A sztatikus reakcioF, = > = 491 N. A dinamikus reakcié ennek 25-szorose.
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3.12. A sikmozgas kinematikaja

A MEREV TEST MOTGASAI

A merev test kinematikajat kevésbé részleteseryafitdk, mint az anyagi pont kinematikajat.
Ennek oka egyrészt a témakor bonyolultsdga, masesza tény, hogy a gyakorlatban
rendszerint csak forgo-, csavar- és sikmozgaskidkdaunk. Akkor mondjuk, hogy a test
mozog ha van mozgd pontja. A test mozgas kdzben a dganazon részét foglalja el s
esetleg végtelen sok pontja helyben marad.

Tétel: a merev test mozgasat meghatarozza harom, nemegggnesbe éspontjanak
mozgasa.

Bizonyitas: legyen a harom pont A, B, C a test tgdleges Ujabb pontja P, és P-nek a
harom pont altal kifeszitett sikra vonatkozo taipe T. Legyen a testtel egyiltt mozgo
harom pont egy tovabbi helyzete A’],BC’ és a talppont Uj helyzete T'. Ha figyelembe
vesszik a test merevségét és azt, hog§l RDABC haromszdget ugyanolyan koruljardsunak
latjuk, mint P’-bl az A’B’C’ haromszdget, akkor P’ a PT tavolsagiak ol tortens (A'B'C’
sikra mebleges) felmérésével egyértdlan meghatarozhaté.

Ennek alapjdn a test mozgaséanak vizsgalata hedyetend eav haromsz6a mozaasanak
vizsgalatara szoritkozni. 4z
A merev test legfontosabb mozgastipusai — a m
megismert forgd mozgason kivil — a kovetkez

Transzlacio a merev test mozgasa, ha egyenes

mozgas kozben parhuzamosak maradnak ered

helyzetikkel. £

186.4abra

Tétel: a transzlacios mozgéast végest tetséleges A

és B pontjanak palyagorbéi egybevagé gorbék, és

minden pillanatban v, =vg, a, =a; (e vektorok

azonban az itben valtozhatnak).

Bizonyitas: Legyen az A-bdl B-be mutato vekigy (186. abra).

Ez a vektor a test merevsége és a transzlacioidéjgmak értelmeben allandd, ennél fogva

r, =T, +T,5, tehat B palyaja A palyajanai, vektorral tortefi eltolasaval nyerhét A tétel

masik része igy adodik:
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Vg =T, =T, +T,, S mivel T, =0,

Vg =T, =V,. Ujabb derivalasal

3, =3a,.

Ha mozgas kdézben a merev test egyetlen pontjaakkpr a test mozgasa gémbmozgas
(pOrgettyimozgas).

SIKMOZGAS

A merev test sikmozgasaz jellemzi, hogy mozgas kézben a test harontjaeqgy rogzitett
sikban, az_alapdilan mozog. Célsz&érmegkulonbdztetni a fixa alapsikot és a mozgo

haromszognek a sikjat, ax-val egybee$ u mozgosikot. Az alapsikban mozg6 pontok

palyai altalaban kulonbdék, de a testnek azor
pontjai, melyek egy az alapsikra rleges
egyenesre esnek, egybevago sikgorbéket irna
(187. abra). Mint lattuk, a test mozgasani
vizsgalata helyett foglalkozhatunk csupan
alapsikban mozg6é haromsz6g mozgasavat,
eleg

endd 187.4abra
a

haro

mszo6g egy oldalanak mozgéséat

ismerni, ha sikmozgasrol van szé6. Az alabb

vazolandé gondolatmenet célja: szemléletes

_ képet adni arr6l, hogy miképpen megy végbe a
188.abre test sikmozgasa. Vegyiik fel ax alapsikban

egy A, Ao A, torottvonalat (188. abra) s @ mozgd sikban egy M My, ...,M;,
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torottvonalat. A két torottvonal megfeteszakaszai legyenek egyékl(pl. m :W),
de a torésszogek kulonbozhetnek. Helyezzik aikot Ugy aza sikra, hogy az Més A
pontok fedésbe kertiljenek. Ezutan forgassuk|elsakot a fedésben |6\ 1, A; pontok kordl
valamilyen w, szbgsebességgel addig, mig &ybe nem esik Avel. Ezutan a fedésbe kerult
Ma, Az pontok korul forgassunkos, szégsebesseggel, mig fédésbe nem kerulsfal és igy

tovabb.

Ha most a két torottvonalat minden hatéron tul diftjuk oly mdédon, hogy a megfetel
szakaszok tovabbra is egyéklés a szakaszok legnagyobbika is zérushoz takprakz
elébbi térottvonalak helyett egy*ggs egy Y gorbét nyeriink s a siknak az sikon tortés
mozgésa Ugy megy végbe, hogy (csiszas nélkil) legordil & gqyorbén. A két gorbe
pillanatrol pillanatra mas- mas pontban érintkeedgymassal, s valik egy végtelenul révid

ideig tart6 mozgas centrumava (momentan centrufn g sik tetsdleges pontjanak

sebességét a pillanatnyb szogsebességgel tortéen
forgas alapjan szamithatjuk. A 189. abran példaul a
pillanatnyilag érvényes C centrum Kkorul torténik a
forgas. A C pont pillanatnyi sebessége zérus, agmoz

sik pillanatnyi szbgsebessege A Py pillanatnyi v,
sebessége mieges CP:-re, irAnya @ -nak

megfeleb, v, =CBw. Hasonléoan szamithaté a

mozg6 sik barmely tovabbi pontjanak sebessége. Az

elmondottak alapjan C neve:__ sebességpolus
189.abra (momentan centrum). A”gés ¢' gorbék ugy is
szarmaztathatdk, hogy a sebességpoélust mindematilan megjeldljuk az all6 és a mozgo
sikon.

Az all6 sikon kijelolt sebességpélusok 6sszessgteag alld pélusgdérbea mozgé sikon

megjeldlt sebességpdlusoké @ mozgd pélusgorb&zek altaldban nem egybevagd gorbék.

Ha a sik Pés B pontjanak kilénbdziranyu sebességét ismerjuk egy adott pillanatisarag
sebességpolus, akkor azt az abran lathaté médelmessegvektorokra allitott niéggesek
metszéspontjaként kapjuk. Megjegyezziik, hogy a siigas csak az elmozdulasok és
sebességek szempontjabol foghato fel elemi forgégdmsmok egymasutanjanak, a gyorsulasok

szempontjabol nem.
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Bizonyithatd, hogy minden sebességpolussal readethozgas éallithatd a mozgd
polusgdrbének az allo polusgorbén tobtéagorditésével, s hogy ez adalitas egyértelr.
Més széval: egy adott mozgashoz csak egy meghatagz d* gérbepar tartozik. Az
eddigiek szemléltetése végett tekintsik egy géréérék mozgasat, mint sikmozgast
(190.4bra)!

A pélusgorbék: a talajt képviseegyenes és a kerék hatarolé vonala. Sebességpdasik

k6zéppontjanak allandé palyasebessega kerék sugara R, a kerék pillanatnyi
sz0gsebessége= EO . Az 4bra feltlinteti a sebesség valtozaséat egyrdtméntén, valamint

az egyertl palyasebességontokat.
(190/b. 4bra). Most kapunk véalaszt arra
a kérdésre, hogy a ciklois mozgas
sebességvektora hogyan hatarozhato
meg. A kerék B pontjanak ciklois-

mozgasahoz tartozg gebességvektor

meBleges BC egyenesre,

a. _ b. v, = BCw= ﬁ:v—é . Sikmozgast védz
190.abra
testek kinematikai vizsgalatanal

hasznos az alabbi

Tétel: ha a sebességpolussal rendetkemzgas soran a mozgo sik pillanatnyi szégsebesséege
a, egy A pontjanak sebessége valamely B pontjanak sebessége ugyanazon pilanag,
tovabba yg, egyﬂé -ral egyend, kezdpontja korila szégsebességgel forgd vektor
végpontjanak sebessége, akkor

Vg =V, +V,g.

Bizonyitas

A 191. abra jeldléseivel

re=ra +FAB,\_/B =T A+l 'S V, + V.

Az T,, meghatarozasa végett toljuk el gg vektort a
koordinata rendszer 0 kegubntjaba. A mozgas soran az

eltolt T, végpontja egy AB sugard korén mozog,

ennek azw szbgsebessédkormozgasnak a sebessége,

191.4bra
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mely — meéleges AB-re, - nagysagaB Ldv, iranyat a sebességpodlus korlli forgasmod szabja

meg. A tételben szerdpjeloléssel tehal, =V, +V,;.

40. Példa
Hatarozzuk meg a 192. abran vazolt kérégz hajtérudjanak sebességpolusat, pillanatnyi

szO0gsebességét és B pontjanak sebességét a \dynéithen.

R=0,4m, [=2m, u):4T[:—L,
S

¢ =45

Megoldas.

A és B pontban a sebességvektorok allasa ismert,
a sebességvektorokra Allitott legesek
metszéspontja szolgaltatia a pillanatnyilag
ervényes C sebességpolust. Ha a C kordli

pillanatnyi forgas szogsebessége akkor

R
Wy =RW, ., =—w
r.A

Az abrardl leolvashato, hogy

2
ry =2,/ —R? =y212-R?,

Tehat
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R 2 R?

V2 2

v = R ++/212 - R? o R
° J2 V212 -R?

=vy=407m/s

41. Példa

Allapitsuk meg az ébbi példaban szerapkeretfirész B pontjanak sebességét

szerkesztéssel:

Megoldas.

A v, =V, +V,; vektoregyenlettel kijel6lt utasitasokat kell véumgani.

rajzmérték: 1 cm = 0,5 m Meérjuk fel v, —t egy tetséleges P pontbdl,

sebességmérték: 1 cm = 1 m/s  egy alkalmas valasztott mérték alapjan
(193. abra)! v, =Rw= 04[4mrt=503m/s

P, _ .y )
T\\ V,; —taz imént nyert vektorvégponthoz
/i/}x\\ . kell fizni. v,; hosszat ugyan nem ismerjik,
s YVB \{\ de tudjuk, hogy allasa mi#eges AB-re.
| \\\ Mivel Vv, &lldsa ugyancsak ismert,
_’L,___.—o_%;""‘} V,s €SV, kOz0Os végpontjat a Pébhuzott,

ismert allasi egyenesek metszéspontja

193.4bra s
szolgaltatja.

A vektorabrabdliv, = 408 m /s A rad szdgsebességét is meghatarozhatjuk:

v 6 1
wczﬂ:%_; wC::LSg_
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3.13. A sikmozgas kinetikaja

MOZGASEGYENLETEK

A merev test kinetikajanak bizonyos tételeit m&:.& targycsoportban megismertik (munka-
, perdilet-, tomegkdzéppont- tétel). A télsges efrendszer hatasa alatt alld6 merev test
sulypontjanak mozgasat nyomon kovethetjuk a tomegpgpont tételével. A testnek a
sulypont korul végbemén mozgasa altalanos esetben azonban igen bonyelnért a
tovabbiakban feltesszik, hogy a testre hatokiél§k a test egy dtehetetlenségi sikjaba

esnek.

Ha még feltessziik, hogy a mozgas kezdetén a tegjapmyugalomban vannak, vagy
sebességuk parhuzamos az emlitett sikkal, akketregdws mozgas sikmozgas lesz, melynek

alapsikja adtehetetlenségi sik.

A mozgas vizsgalata végett vegylnk fel egy deréiskdordinata rendszert Ugy, hogy az x,
y sik a Btehetetlenségi sik legyen. Ekkor a Kilksérendszer 5 F, komponensei, a test

tomege és sulypont-koordinatai kozott fennall adtkes kapcsolat:

=X ilypont- téte
sU :
F, =my, (suily )

Ha a kul$ ersk nyomatéka a z tengellyel parhuzamos Mperdulet,,

dn
dt

A fenti harom egyenlet kozil az él&ettd a sulypont mozgasara, a harmadik az alapsikra

£ =M,, (perdulet-tétel).

merleges btehetetlenségi tengely korili mozgasra vonatkoaik.egyenletek alkalmazasi

modjat példan szemléltetjik.
Vizsgaljuk meg egy érdes léjt legordiub faronk mozgasat. A ronk sulya G, sugara R, & lejt

hajlasszogen , a surlédasi tényézu. A lejté altal a ronkre gyakorolt 8rosszetedi S és N.

A koordinata rendszert céls#em 194. abran lathaté médon felvenni.
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A mozgasegyenletek:

Gsina —S:%X
SR=0

Az egyenletekberk a sulypont gyorsulasa,

© a ronk tehetetlenségi nyomatéka a

forgastengelyre. Az y irdnya &k

194.4bra

erdektelenek, hiszen y irAnyl mozgas nincs.

Az ismeretlenekX, és az S surlodo &rmelynek nagysaga maximalisg cosa .

Vegytuk figyelembe, hogy tiszta gordilés eseténlygpsiit sebessége és a ronk szogsebessége

kozott a kapcsolat:x =Rw ,ezért X=Rp. Az S:O%: % surlédé ebt az el$

egyenletbe helyettesitve és felhasznalva, rﬁgg/%ng,

g = 2 i S="sin a.
X = Zgsina, 3

Mivel S:%sina <uGceosa, tga<3u.

A munkatétel alkalmazasaval kapcsolatban szikskgt la sikmozgast végzmerev test
kinetikai energiajanak szamitasara. Ez kétfélekepeténhet: Szamithatjuk a pillanatnyi

forgd mozgéast védrtest energiajat az

Képlettel, ahol® a test pillanatnyi forgastengelyre vonatkozé tetterteégi nyomatékax a
pillanatnyi szbégsebesség. Ha az adott pillanatbarsifpont palyasebessége; va

szbgsebesseg, a sulyponti z tengelyre szamitott tehetetlenségi nyomaBek akkor az m

tomedi test kinetikai energiaja igy is szamithato:
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Hasonl6an szamithaté a test perdilete is az alapsiebleges valamelyg tengelyre: a

sulypontba koncentralt teljes tomegnek a fix teygekzamitott perdiuletéhez hozzdadjuk a

sulyponti tengelyre vonatkozo perdiletet:

M =mvd+0,w (damozgasmennyiség-vektor tavolsageol).

A skaléris perdilet szamitasanal figyelembe kalinve jobb oldalon allé perdiletogtlét.

3.14. Utkdzés

Ha sikmozgast végztest valamilyen akadalynak Utkozik, a test ponghi sebessége és
gyorsulasa igen rovid &dalatt nagymértékben megvaltozat. A nagy sebeskégaabdl az
impulzustétel alapjan nagyddre kovetkeztetink.

A tovabbiakban feltesszik. hogy az Utk6zéskbbz képest az egyebdstrelhanyagolhatok

és a testnek az Utkozés alatti helyzetvaltozasatjhtelen.

Célunk az lesz, hogy a test Utk6zés utani mozgasgmee nyerjunk felvilagositast. E célbol
jol felhasznalhato a perdilet-tétel. Ha a sikmokzgag® test perdiletét a mozgas sikjaban
talalhaté akadaly azon pontjara szamitjuk, mehozdisi pontta fog valni (illéteg arra a z
tengelyre mely e ponton atmegy s az alapsikraéleges), azt talaljuk, hogy az Gtkozéétel

és utani perdilet egyénegymassal. Az Utkdzési pontban fellégok nyomatéka ugyanis e

pontra zérus, az egyébsket elhanyagolhatjuk, teh CTtZ =M, =0, a perdilet tehat allando.

Ezen észrevétel alkalmazhatésagat két peéldan sltetjilé Egy vizszintes helyzgt
{ szabadon ésG sulyd. L hosszisagu gerenda egyik

v vége akadalyba Utkozik (195. abra). Szamitsuk ki a

- ——

gerenda Utkozési szogsebességeét, ha az utkdites el

% pillanatban a gerenda sebessége v.

195.4bra

76



Perdilet az tUtkozesdt: I'IA/EVLZ.
g

Perdillet az Utkozés utan:

A két perdilet egyetségébl: w= % :

Masik problémaként vizsgaljuk meg, hogy egy vizesrtengely korll forgathatdé merev test
— fizikai inga — Utkd6zésénél mi a feltétele annadgy az Utkdzés kovetkeztében ne terheljék

jarulékos reakciok a csapagyat.
Legyen a test sulypontja S, a forgastengely éstehétetlenségi sik
doféspontja 0, az utkozésiéehatasvonalanak $itmért tavolsaga d

(196. abra). Ezt a d tavolsagot akarjuk meghatérozn

irjuk fel a perdileteket az (itkozési pontral

Ha a pillanatnyi szdgsebessag a test tdmege m, tehetetlenségi

nyomatéka® , akkor tUtkozés éit:

196.4bra

M, = mwsd-Ow.

Utkozéskor a testre hatoskr a sulyeé, melyet elhanyagolunk, a P ponton élérétkozési

er5, melynek P-re nincs nyomatéka. Feltétellink sz€rban az Utkozés kdvetkeztében nem
ébred e, tehat a testre haté 6sszeének a P pontra vonatkoztatott nyomatéka zérus, az
Utkozeés ditt és azt koveéleg.

A (Z—rtle tétel értelmében — mivel most M=0 — a perdilet neéitozik, tehat

I'Ip:I'Ip:O, azaz az Utkdzés ati perdilet egyed az Utk6zés utani perdilettel:

musd-Ou = 0.
Ha i jeldli a testnek a sulyponti tengelyre vonatikanerciasugarat, akkor a fenti egyenletet
igy irhatjuk:

msd—-mi? =0,
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a keresett d tavolsag tehat:
12
[
d=—.
S
Az igy megadott d tavolsdg csak a test tehetettgnsagaratél és a forgastengely s
tavolsagatol figg. A sulyponttol d tavolsagraddvpont a testnek az adott felfliggesztéséhez

tartozo lokéskozéppontja.

Helyesen megtervezettdieszkdz — példaul a leéigalapacs — az Gtést AN
\
a megfogasi (felflggesztési) pontra vonatkozé IKéEé&ppontban \>‘ S
kapja (197. abra). | (,é—)—L
42. Példa
197.4bra

R sugart, G sulyu henger tengelye kodyl szogsebességgel forog. A hengert lassan egy

érdes sikra helyezzik a 198. abra szerint.

Hatarozzuk meg a henger tengelyének végleges ssgjitss

Megoldas.
A hengerre hat6 ék kezdetben: a G suly&es a vele
egyenb T tamaszto &, tovabba az SgG surldédo eb.

A mozgésegyenletek:

UWGR==—R"B 198.abra

x:ug,Bzz—:fD( a tengely gyorsulasay a szoggyorsulds. A henger sztgsebessége:

W=, —%gt. A henger mindaddig csuszva gordil a talajon, anfgzta gordilés R=v
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R,

feltetel nem teljesil. Az eddig eltelidé v =Xt=pgt= R(wo—%gt)—béa t= >
Sz0gsebesseg vagdriekew = w, ‘2—;9]%, W= % a tengely sebessége= R;:" .

43. Példa

Szamitsuk ki egy egyik végpontjanal felfliggesztelt, hosszisagu, G sulyd

lokéskdzéppontjanak tavolsagat a felflggesztédi@oii99. abra).

/,

4F 6 GF_G il
s’ gl2 g
, I | | -
"= 3 9% TS
L
A felfliggesztési ponttdl az L I6késkdzéppontig ntévblsag . :
199.abra
AL =2
- 3
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